


MT22 - Fonctions de plusieurs variables

R R

I - Fonctions de deux variables /: ¥ -
@y) = fE&y)

Quelques notations.

@ Coordonnées cartésiennes. Le couple (x,y) € R? est assimilé au point M de coordonnées (x, y) dans le

plan (xOy) et au vecteur OM = xi + = <§> dans la base canonique (O; 7,1_)

On note OM la distance entre le point M et I’origine O.

« 0M = [|OM | = V¥ +

o ||OM||? = OM - OM = »* + .

On écrira indifféremment f (x, y) ou f(M) ou f (W) pour désigner la méme quantité.

Rappels de géométrie. (i) Soient A(xs, ya) et B(xg, yg) deux points du plan (xOy). Alors on a

AB = (;i B ;CA> et ||AB|| = /(x8 — x4)2 + (8 — y4)? (appelée norme euclidienne de AB).
—ya

" .o fu (v
(i) Soient i (ul) et v (vl) deux vecteurs de la base cano-
2 2

nique (O,?J) Alors le produit scalaire de # et V est défini par

[7-7 = wavy + vy | = [ 1] cose.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Fonctions de deux variables

;. R?

Dans ce cas,ona {

x =rcosf
y=rsinf

polaires de M(x, y).

Pour tout point M(x, y) du plan (xOy) on définit deux nouvelles coordonnées :

or=0M = ||OM|| = \/x2 + )2 et

vl — IOM siM <0
. 0 siM=o0.

etle couple (r, 0) est appelé coordonnées

—> retravailler le formulaire MTO03
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

R > R
(xy) = flxy)

Graphe, équation explicite et représentation graphique.

I - Fonctions de deux variables

Rappels pour les fonctions d’une variable. La maniére la plus classique de représenter une application
f : Dy — Rest de représenter son graphe {(x,f(x)); x € Dy} ol Dy est le domaine de définition de f.

Y,

/\: #@ o Le graphe de f se représente graphiquement dans le plan cartésien (xOy).

o Sa forme géométrique est une courbe d’équation explicite y = f(x).

y ' . * La projection orthogonale du graphe sur la droite réelle (Ox) est Dy.

Cas des fonctions de deux variables. Soit Dy # @ une partie de R? etf : Dy — R une application. Le
graphe de f est ensemble {(x, y, f(x,y)) € R3; (x,y) € Dy} ot Dy est le domaine de définition de f.
o Le graphe de f se représente graphiquement dans 1’espace de repere orthonormé (O; [ E)

o Sa forme géométrique est une surface d’équation explicite z = f(x,y).

o La projection orthogonale du graphe sur le plan (xOy) est aussi Dy.

— Exemples MATLAB.
Df:(x,y) > +y* avec Dy = disque unité ou Dy = [—1,1]%

@ L:(x,y) > ax+ by avec (a,b) € R? fixé dont le graphe est une portion de plan.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

1I - Continuité des fonctions de deux variables

Rappels pour les fonctions d’une variable. Soit f : Dy — R une application et xy € Dy. On dit que f est

continue en xq ssi| Ve > 0,3n > 0,Vx € Dy, (|x — xo| <n = |[f(x) —f(x0)| <€) |

NB: {x € R;|x — xo| < n} = Jxo — n,x0 + n[ := B(xp,n) est appelé boule de centre xj et de rayon 7).

Cas des fonctions de deux variables.
Definition (Disque (ou boule) ouvert(e))

Soit My (xo, yo) € R?. On appelle disque ouvert centré en My et de rayon i) > 0 I’ensemble défini par :
B(Mo, ) := {M(x,y) € R?; |[MoM|| < n} ot |[MoM]|| = +/(x —x0)> + (v — y0)*.

Definition (Continuité)
Soitf : Dy — R une application avec Dy = R? et My(xo,yo) € Dy. On dit que f est continue en M ssi
Ve > 0,3n > 0,VM € Dy, (M € B(My,n) = |f(x,y) — f(x0,¥0)| <€) |
—_——
< 1MoM||<n
— voir simulation Matlab
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

1I - Continuité des fonctions de deux variables

En pratique.
(i) On utilise les coordonnées polaires du vecteur MOA_/I) = (x N xO) = (r Cf)s 9)
Y — o rsin 6
dans ce cas, on remarque que ||MoM|| — 0 < r — 0.

(ii) On calcule f(x + rcos @, yp + rsin @) et on utilise la proposition suivante :

Proposition (Condition Suffisante)

Soitf : Dy — R et My(xo, o) € Dy. On suppose qu’il existe une application g : Ry — Ry telle que

D3R~ 0,¥r € [O,R[,‘ VO € R, |f(xo + rcos 8,y + rsin0) — f(xo,y0)| < g(r)

D limg(r) = 0.
r—0

Alors f est continue en M.

preuve. Soit & > 0. D’aprés @, on sait qu’In’ > 0, (0 < r <7’ = |g(r) — 0| = g(r) < €).

On pose 7 = min(n’, R) et on obtient
(|MoM|| < 1 = ||MoM|| < Ret ||MoM|| < 1" = |f(x0 + rcos 6, yo + rsin8) — f(xo,y0)| < g(r) < &).

La définition de la continuité est démontrée.
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Exemple. Etudier la continuité en (0, 0) de la fonction f : R? — R définie par

{ fy) = 2 si(5y) +0,0)
f(0,0) =0 si (x,y) = (0,0).

Correction. en cours

Soit D une partie de R2 etf : D — R et g : D — R deux applications continues en My € D. Alors,
(i) La somme (f + g) est continue en M.

(i) Si X € R alors (Xf) est continue en M.

(iil) Le produit (fg) est continue en M.

(iv) Si g(Mo) # 0 alors le quotient (%) est continue en M.




MT22 - Fonctions de plusieurs variables

1I - Continuité des fonctions de deux variables

NB : @ On admet que toute fonction composée de fonctions usuelles a I’aide des opérations précédentes est
continue sur son domaine de définition.

(exemple : f(x,y) = x*y + cos(xy)eA™@Y  ou  f(x,y) = 1:1‘2()_‘:32 .)

@ On note f € €°(D) si f est continue en tout point M € D.

Proposition (fonctions composées)

o Soit D une partie de R?, Mo(xo,y0) € Det f : (x,y) € D — f(x,y) € R une application continue en M.
e Soit I un intervalle ouvert contenant O et ®:t €I — l:((f))) € R? une application continue en t = 0 telle
que D(0) = (u(0),v(0)) = (x0,y0) = My et Im®P < D.

o Alors la fonction composée f o ® : t €I f(u(t),v(t)) € R est continue en t = 0.

preuve. en TD
NB : Le graphe de f o @ est une courbe incluse dans la surface représentative de f.

— exemple MATLAB
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

1I - Continuité des fonctions de deux variables

Application. Cette proposition est utile pour démontrer qu’une fonction n’est pas continue, par contraposée :

fo®noncontinueent =0 = ‘_/‘ non continue en M ‘ou ® non continue en t = 0

f(x7 y) = XZ:},)VZ si (xv .Y) =*: (070)

) *est pas ti
f(O, O) -0 i (x’ y) _ (070) n est pas continue

Exemple. Montrons que la fonction définie par {
en (0,0).

Correction en cours + simulation MATLAB.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Programme des TDs

Liste des exercices a effectuer dans I’ordre :

Exercice A.2.2 du poly. Recherche du domaine de définition d’une fonction
Exercice hors poly. A I’aide des quantificateurs, démontrer la proposition du transparent 7/9.

Exercice A.2.6 du poly. Applications de la condition suffisante de continuité en coordonnées polaires et de la contraposée de
I’exercice précédent.

Exercice hors poly. A I’aide des quantificateurs, démontrer le résultat suivant.

Soit D une partie de R>, M(xo,y0) € Detf : (x,y) € D — f(x,y) € R une application continue en My.
Soit Iy un intervalle ouvert contenant xy et tel que {(x,yo) € R*; x € I} c D.

Soit I un intervalle ouvert contenant y, et tel que {(xo,y) € R*; x € b} c D.

Montrer que les applications partielles fi : I} — Retf> : I, — R définies par

fi(x) =f(y0) et H(y) =f(x0,¥)

sont continues en xy et yo, respectivement.
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