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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Intégrale le long d’une courbe
»

C

f pMq dspMq

A Longueur d’une courbe

Soit C une courbe du plan ou de l’espace paramétrée par une application continue Φ: ra, bs Ñ Rd (d�2 ou 3).
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Pour N P N�, on considère une subdivision tt0, t1, . . . , tNu de ra, bs,

de pas constant h � ti � ti�1 �
b�a

N . On pose Mi � Φptiq �
�

xi
yi
zi



.

La longueur de la ligne polygonale (rouge) est

ℓN �
N°

i�1
||
ÝÝÝÝÑMi�1 Mi || �

N°
i�1

||
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
Φpti�1 qΦpti q||.

Definition (courbe rectifiable)

On dit que la courbe C est rectifiable si l’ensemble A � tℓN ; N P N�u admet une borne sup dans R.
Dans ce cas, on définit la longueur de C par ℓpC q � ℓpΦpra, bsqq � supA.

Theorem

Soit C une courbe rectifiable paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de classe C 1. Alors

ℓpC q �

» b

a
||Φ1ptq|| dt �

» b

a

b
px1ptqq2 � py1ptqq2looooooooooooomooooooooooooon

d�2

dt �
» b

a

b
px1ptqq2 � py1ptqq2 � pz1ptqq2loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

d�3

dt
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

preuve : 
 On a
���ÝÝÝÝÝÝÝÝÑΦpti�1 qΦpti q

��� �
�����
» ti

ti�1

Φ1ptq dt

����� ¤
» ti

ti�1

��Φ1ptq
�� dt.

Par sommation on obtient ℓN �
Ņ

i�1

||
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
Φpti�1 qΦpti q|| ¤

» b

a

��Φ1ptq�� dt ñ ℓpC q � sup A ¤

» b

a

��Φ1ptq�� dt.


 On définit l’application γptq � ℓpΦpra, tsqq ( := « longueur de la courbe entre Φpaq et Φptq »).
Soit h ¡ 0. Comme le plus court chemin est la ligne droite, on a }

ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
ΦptqΦpt � hq} ¤ ℓpΦprt, t � hsqq.

Le point précédent nous donne un majorant et on en déduit l’encadrement :
}
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
ΦptqΦpt � hq}

h
�
�
�h Ñ 0�

||Φ1ptq||

¤ ℓpΦprt, t � hsqq
h � γpt�hq�γptq

h
�
�
�h Ñ 0�

γ1ptq

¤ 1
h

» t�h

t
||Φ1puq|| du
�
�
�h Ñ 0�

||Φ1ptq||

Chap 7-MT02, d’où γpaq � 0 et γ1ptq � ||Φ1ptq|| ñ ℓpΦpra, bsqq � γpbq �
» b

a
γ1ptq dt �

» b

a
||Φ1ptq|| dt.

Exemple. Calculer la longueur d’une hélice paramétrée par Φ : r0, 2πs Ñ R3 avec

M
�

x
y
z



�Φpθq�

�
R cos θ
R sin θ

aθ



.

Correction. en cours
...
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Intégrale le long d’une courbe
»

C

f pMq dspMq

B Abscisse curviligne
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M

|

x est l’abscisse curviligne de la droite réelle

−→
+

x
x

x

O

M
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<
0

s=0

s
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C+

on a ℓ(OM ) = |s
M

|

s est l’abscisse curviligne de C
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Definition (abscisse curviligne)

Soit C une courbe orientée (càd avec un sens de parcours imposé). Soit O un point de la courbe. On appelle
abscisse curviligne sM d’un point M P C , la longueur signée de l’arc de courbe OM : on note sM ��ℓpOMq.

Propriété(s)

Soit C une courbe paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de classe C 1 et orientée dans le sens croissant des
valeurs de t P ra, bs. Soit O P C et t0 P ra, bs tel que O � Φpt0q. Alors l’abscisse curviligne de tout point

M � ΦptM q est sM �

» tM

t0
||Φ1puq||du .
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Intégrale le long d’une courbe
»

B

f pMq dspMq

C Intégrale le long d’une courbe
»

C

f pMq dspMq

Definition

Soit C une courbe rectifiable et paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de classe C 1. On oriente C selon le sens
croissant des valeurs de t P ra, bs. On pose A � Φpaq et B � Φpbq. Soit f une fonction continue de la variable

s, abscisse curviligne de C . Alors f est intégrable sur C et
»

C

f pMq dspMq �
» sB

sA

f psq ds .

Remarque : En général les intégrands f pMq sont plutôt exprimés en fonction des coordonnées cartésiennes
de M. On utilise alors le changement de variable qui suit :

Proposition

Soit f : Rd Ñ R une application continue et C � Rd une courbe paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de classe

C 1. Alors f est intégrable le long de C et
»

C

f pMqdspMq �
» b

a
f � Φptq ||Φ1ptq|| dt .
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

II - Intégrale d’un champ de vecteur le long d’une courbe
»

C

ÝÑF pMq � d⃗ℓpMq

A Circulation d’un champ de vecteur ou travail d’une force ÝÑF
Exemple:Énergie potentielle de la pesanteur exercée par la Terre sur une masse m au voisinage de la Terre
La force exercée est P⃗ � m⃗g (force constante).
L’énergie dépensée pour se déplacer le long d’un trajet rectiligne d’un

point A vers un point B est TÝÑAB
pP⃗q � P⃗ � ÝÑAB .

Le chemin orienté ÝÑAB est paramétrable par
Mt � Φptq � p1 � tqA � tB, t P r0, 1s.

Avec une subdivision régulière tt0, . . . , tNu de r0, 1s, on a

TÝÑAB
pP⃗q �

N°
i�1

P⃗ �
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
Φpti�1 qΦpti q (rel. de Chasles)

� lim
NÑ�8

N°
i�1

P⃗ � Φ1pti�1 q �
1
N �

» 1

0
P⃗ � Φ1ptq dt

x

y

z
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B
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g⃗

P⃗ = mg⃗

5

On généralise cette égalité à une trajectoire continue et une force quelconques.

Definition

Soit C une courbe rectifiable et paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de classe C 1 avec a   b. On oriente C selon
le sens croissant des valeurs de t P ra, bs. Soit F⃗ : Rd Ñ Rd un champ de vecteurs continu.
On appelle circulation du champ de vecteur F⃗ ou travail de la force F⃗ le long de C , la quantité»

C

F⃗ � dℓ⃗ �
» b

a
F⃗
�
Φptq

�
� Φ1ptq dt .
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Notations : On a dℓ⃗ �
�

dx
dy

	
loomoon
si d�2

ou dℓ⃗ �
�

dx
dy
dz



loomoon
si d�3

.


 Si d � 2 et F⃗px, yq �
�

Ppx, yq
Qpx, yq

	
alors on écrit

»
C

F⃗ � dℓ⃗ �
»

C
Ppx, yqdx � Qpx, yqdy.


 Si d � 3 et F⃗px, y, zq �
�

Ppx, y, zq
Qpx, y, zq
Rpx, y, zq



alors on écrit

»
C

F⃗ �dℓ⃗�
»

C
Ppx, y, zqdx�Qpx, y, zqdy�Rpx, y, zqdz.

Exemple. Soit C le bord du demi-disque défini par C :� tpx, yq P R2 ; x2 � py � 1q2 � 1 et x ¥ 0u.

Calculer
»

C
F⃗ � dℓ⃗ avec F⃗px, yq �

�
y
�x

	
.

Correction. en cours
...
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