
MT22 - Fonctions de plusieurs variables

B Cas particullier des champs de vecteurs ÝÑF � ∇f (dérivant d’un potentiel scalaire)

Theorem

Soit F⃗ : Rd Ñ Rd un champ de vecteur continu. Soit C une courbe paramétrée par Φ : ra, bs Ñ Rd de
classe C 1 et orientée dans le sens croissant des valeurs t P ra, bs. S’il existe f : Rd Ñ R telle que F⃗ � ∇f

alors
»

C
F⃗ � dℓ⃗ � f pBq � f pAq, où A � Φpaq et B � Φpbq.

preuve dans le cas d � 2 avec Φptq � pxptq, yptqq.

Soit F⃗ �
�

P
Q

	
dérivant du potentiel scalaire f . Alors Bf

Bx px, yq � Ppx, yq et Bf
By px, yq � Qpx, yq.»

C

F⃗ � dℓ⃗ �
»

C

Ppx, yqdx � Qpx, yqdy �
»

C

Bf
Bx px, yqdx � Bf

By px, yqdy �
» b

a

Bf
Bx pxptq, yptqqx1ptqdt � Bf

By pxptq, yptqqy1ptqdt.

On pose gptq � f pxptq, yptqq. Alors
»

C
F⃗ � dℓ⃗ �

» b

a
g1ptq dt � gpbq � gpaq � f pBq � f pAq.

Exemple. Exercice A.1.11

Corollary

Sous les mêmes hypothèses et si C est une courbe fermée (càd A � B) alors
»

C
F⃗ � dℓ⃗ � 0.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

II - Intégrale d’un champ de vecteur le long d’une courbe
»

C

ÝÑF pMq � d⃗ℓpMq

C Théorème de Green-Riemann

Definition (compact simple)

1⃝ On appelle compact élémentaire de R2 toute partie D pouvant s’écrire des deux façons suivantes :
D :� tpx, yq P R2 ; a ¤ x ¤ b et φ1pxq ¤ y ¤ φ2pxqu � tpx, yq P R2 ; c ¤ y ¤ d et ψ1pyq ¤ x ¤ ψ2pyqu.

2⃝ On appelle compact simple de R2 toute partie pouvant s’écrire comme la réunion finie de compacts
élémentaires.

Definition

Soit C une courbe paramétrée par Φ : ra, bs Ñ R2.

x

y

z

A

B

Mt de masse m

g⃗

P⃗ “ mg⃗

1⃝
Ò

point double

2⃝

5

x

y

z

A

B

Mt de masse m

g⃗

P⃗ “ mg⃗

1⃝
Ò

point double

2⃝

5

1⃝ C admet un point double si Φ n’est pas injective sur ra, br.
2⃝ On dit que C est fermée et sans point double ssi Φ est injective sur ra, br et Φpaq � Φpbq.

Theorem

Soit D un compact simple de R2 délimité par une courbe fermée C de classe C 1 (par morceau), sans point
double, et parcourue dans le sens direct du plan (sens trigonométrique).

Soit F⃗ �
�

P
Q

	
un champ de vecteur de classe C 1. Alors on a

»
C

Pdx � Qdy �
¼
D

�
BQ
Bx
px, yq �

BP
By
px, yq



dxdy .
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

preuve.  Si D :� tpx, yq P R2 ; a ¤ x ¤ b et φ1pxq ¤ y ¤ φ2pxqu alors

x

y

D

A

B

C

D

a b

Γ1 : y“ϕ1pxq

Γ2 : y“ϕ2p
xq

x

y

D

A B

CD

c

d Γ3:y
“
ψ1px

q

Γ
4 :y

“
ψ

2 px
q

6



¼

D

BP

By
px, yq dxdy �

» b

a

� »φ
2
pxq

φ
1
pxq

BP

By
px, yq dy



dx �

» b

a

�
Ppx, yq

�φ
2
pxq

φ
1
pxq

dx�
» b

a
rPpx, φ

2
pxqq�Ppx, φ

1
pxqqsdx



»
C

Ppx, yq dx �
»
Γ1

Ppx, yq dx �
»
ÝÑBC

Ppx, yq dx �
»
Γ2

Ppx, yq dx �
»
ÝÑDA

Ppx, yq dx

�

» b

a
Ppt, φ

1
ptqq�1 dt�

�����»φ
2
pbq

φ
1
pbq

Ppb, tq�0 dt�
» a

b
Ppt, φ

2
ptqq�1dt�

�����»φ
1
paq

φ
2
paq

Ppa, tq�0dt

�

» b

a
rPpt, φ

1
ptqq�Ppt, φ

2
ptqqsdt � �

¼

D

BP

By
px, yq dxdy

 Si D :� tpx, yq P R2 ; c ¤ y ¤ d et ψ1pyq ¤ x ¤ ψ2pyqu alors

x

y

D

A

B

C

D

a b

Γ1 : y“ϕ1pxq

Γ2 : y“ϕ2p
xq

x

y

D

A B

CD

c

d Γ3:x
“
ψ1pyq

Γ
4 :x

“
ψ

2 pyq

6



¼

D

BQ

Bx
px, yq dxdy �

» d

c

� »ψ
2
pyq

ψ
1
pyq

BQ

Bx
px, yq dx



dy �

» d

c

�
Qpx, yq

�ψ
2
pxq

ψ
1
pxq

dy�
» d

c
rQpψ

2
pyq, yq�Qpψ

1
pyq, yqsdy



»
C

Qpx, yq dy �
»
Γ3

Qpx, yq dy �
»
ÝÑAB

Qpx, yq dy �
»
Γ4

Qpx, yq dy �
»
ÝÑCD

Qpx, yq dy

�

» c

d
Qpψ

1
ptq, tq�1 dt�

�����»ψ
2
pcq

ψ
1
pcq

Qpt, cq�0 dt�
» d

c
Qpψ

2
ptq, tq�1dt�

�����»ψ
1
pdq

ψ
2
pdq

Ppt, dq�0dt

�

» d

c
rQpψ

2
ptq, tq�Qpψ

1
ptq, tqsdt �

¼

D

BQ

Bx
px, yq dxdy

Cas particulier. Si F⃗ � ∇f avec f de classe C 2, on retrouve le corollaire du paragraphe B pour les courbes fermées.»
C

F⃗ � dℓ⃗ �
»

C

Pdx � Qdy �
¼
D

�
BQ
Bx
px, yq �

BP
By
px, yq



dxdy �

¼
D

�
Bp Bf

By q

Bx
px, yq �

Bp Bf
Bx q

By
px, yq

�
dxdy � 0.

Exemple. Exercice A.1.12 du poly
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Application au calcul d’aire.

On rappelle que l’aire d’un domaine D quarrable est AirepDq �
¼

D

1 dxdy.

Si le bord de D est une courbe fermée, sans point double et parcourue dans le sens direct alors pour tout

champ de vecteurs F⃗ �
�

P
Q

	
de classe C 1 vérifiant @px, yq P D, BQ

Bx px, yq �
BP
By px, yq � 1 on a

AirepDq �
»

C
F⃗ � dℓ⃗ �

»
C

Pdx � Qdy .

Il y a une infinité de choix possibles

1 poly : F⃗px, yq � 1
2

�
�y

x

	

2 plus simple : F⃗px, yq �
�

0
x

	
ou
�
�y
0

	

3 à éviter : F⃗px, yq �
�

xy2 � sinpyq
yx2 � xp1 � cospyqq

	

Exemple 1 : Calculer l’aire du domaine délimité par une ellipse D :� tpx, yq P R2 ; x2

a2 �
y2

b2 ¤ 1u.

Exemple 2 : Calculer l’aire du domaine délimité par un polygône de sommets P1 px1 , y1 q, . . . ,PN pxN , yN q,
orientés dans le sens direct.

Corrections. en cours

Responsable: Frédérique Le Louër 4 / 4


	

