MT22 - Fonctions de plusieurs variables

@ Cas particullier des champs de vecteurs F = Vf (dérivant d’un potentiel scalaire)
Theorem

Soit F: RY — R? un champ de vecteur continu. Soit € une courbe paramétrée par ® : [a,b] — R? de
classe €' et orientée dans le sens croissant des valeurs t € [a,b]. S’il existe f : R? — R telle que F = Vf

alorsj F-df = f(B) — f(A), oit A = ®(a) et B = D(b).
€

preuve dans le cas d = 2 avec (7) = (x(1), y(1)).
Soit F = (g) dérivant du potentiel scalaire f. Alors %(x7 y) = P(x,y) et %C(x, y) = 0(x,y).

[ Far=] peacr e =[ o+ L= [ E6050W Od+ E6050W O
€ € € a

Foar= | " (1) dt = g(b) - g(a) = 1(B) — £(A).

a

On pose g(t) = f(x(1), y(r)). Alors Lg

Exemple. Exercice A.1.11
Corollary

Sous les mémes hypothéses et si ¢ est une courbe fermée (cad A = B) alors j F-dli =o.
€
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

II - Intégrale d’un champ de vecteur le long d’une courbe J T (M) - de(M)
-

Théoreme de Green-Riemann

Definition (compact simple)

@ On appelle compact élémentaire de R? toute partie D pouvant s’écrire des deux fagons suivantes :

D:={(x,y) eR*; a<x<bety(x) < < (@) = {(x YER; ey <detyh(v) < x < o)}
@ On appelle compact simple de R2 toute pame pouvant s’écrire comme la réunion finie de compacts
élémentaires.

Definition

Soit % une courbe paramétrée par ® : [a, b] — R2.

@ % admet un point double si ® n’est pas injective sur [a,b].
@ On dit que € est fermée et sans point double ssi ® est injective sur [a, b[ et D(a) = O(b).
Theorem

Soit D un compact simple de R? délimité par une courbe fermée € de classe €' (par morceau), sans point
double, et parcourue dans le sens direct du plan (sens trigonométrique).

0 P
Soit F = ( ) un champ de vecteur de classe €. Alors ona j Pdx + Qdy = jf<:£(x,)>) — (T(X, y))dxdy
< Ox oy
D
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

preuve. o Si D := {(x y) eR?; <betpi(x) <y < @a(x)}alors
v C H *(x y) dxdy = f (fP(O)) :“3 (x, »)m)dx = J' P(x x) LPZ( ) —f [P(x, 0, () = P(x, ¢, ())]dx
. g/w :A
i .f P(x, y) dr = fF P(x, ))¢Y+J_Cp(x \)dx+f Px, »)d;+f_A P(x, y) dr

Y / &
m = fp(x gp(r))xldr+W+J P(1, <p2(r))><]dz+W

-
. - = L[P(” 0 (=P, (D)1t = —ij o, G s
eSiD:={(x,y) €ER?; c <y<dety(y) <x < (y)}alors
w (‘) Q
Y + o || —=(x,y) day = (x,y)dx)dy = o(x, y) dy= | 10, (), 1) = (4 (), »)]dy
T B et
A4 <~
J D % . J‘(gQ(x,y)d\ J 0(x, v) dy +JA‘B 0(x, v) dy +f 0(x,y) dy +fz'b 0(x, y) dy
N jg(w . r)xldr+W+f o0, r)xmr+W

L[Q(wz(x),x)—Q(wl(r),r)]dr= [ Z e aa
D

Cas particulier. Si F = Vf avec f de classe €2, on retrouve le corollaire du paragraphe pour les courbes fermées
’\( of

N > B o0 oP : _ F(%) 5 o ("‘x) . _
J%F Sdl = ch Pdx + Qdy = [)J(E(x,y) — (Ty(x,})>dxdy = [J(T(%}') - T(X’)) dxdy = 0.

Exemple. Exercice A.1.12 du poly
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Application au calcul d’aire.
On rappelle que I’aire d’un domaine D quarrable est Zire(D) = jj 1 dxdy.
D

Si le bord de D est une courbe fermée, sans point double et parcourue dans le sens direct alors pour tout

champ de vecteurs F = (Z) de classe ¢! vérifiant| ¥(x,y) € D, 2 (x,y) — ‘;—f(x, y)=1|ona

Ox

Aire(D) = f

€

F~d2:j Pdx + Qdy |.
€

11y a une infinité de choix possibles
@ poly: I?()C7 y) = % (T)
O plus simple : F(x,y) = (T) ou (—O,v)

N 4o . N 0?2 + sin(y)
@ aéviter: F(x,y) = (wz 1 een()

2

2 .
Exemple 1 : Calculer 1aire du domaine délimité par une ellipse D := {(x,y) € R? ; 5+ ;72 < 1}

Exemple 2 : Calculer I’aire du domaine délimité par un polygone de sommets P, (x,,¥,), ..., Py(xy, ¥y )»
orientés dans le sens direct.

Corrections. en cours
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