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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Théorème de Stokes-Ampère (voir PS24?)

A Orientation des surfaces non fermées

S : x2 + y2 = z et 0 ≤ z ≤ h1

i⃗

j⃗
k⃗

n⃗n⃗

n⃗n⃗

Γ
sens de circulation sur Γ

i⃗ j⃗

k⃗

1

Soit S une surface de R3 ouverte et de bord Γ (courbe fermée).
On dit que S et Γ sont orientées de façon cohérente si la règle
de la main droite

1⃝
(ô du tire-bouchon de Maxwell) ou du

bonhomme d’Ampère
2⃝

est satisfaite.

1⃝ La règle de la main droite consiste à former un repère orthonormé direct p⃗i, j⃗, k⃗q avec les 3 doigts de la
main droite comme suit

i⃗ ÐÑ index
j⃗ ÐÑ majeur
k⃗ ÐÑ pouce

S : x2 + y2 = z et 0 ≤ z ≤ h1

i⃗

j⃗
k⃗

n⃗n⃗

n⃗n⃗

Γ
sens de circulation sur Γ

i⃗ j⃗

k⃗

1


 Le vecteur i⃗ indique le sens de circulation sur la courbe Γ.

 Les vecteurs i⃗ et j⃗ sont des vecteurs tangents à la surface S. ( ! j⃗ est orienté vers la surface S).

 Le vecteur k⃗ indique l’orientation du vecteur normal n⃗ à la surface S.

2⃝ à voir en ligne peut-être.
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B Théorème et applications

Theorem (Stokes-Ampère)

Soit S une surface de R3 ouverte de classe C 1 et de bord Γ (qui est une courbe fermée).
On suppose que le sens de circulation sur Γ est cohérent avec l’orientation du champ des normales unitaires n⃗
à la surface S selon l’une des règles précédentes.
Soit V⃗ un champ de vecteurs de classe C 1 sur R3. Alors la circulation de V⃗ le long de Γ est égal au flux de
ÝÑrotV⃗ à travers S »

Γ
V⃗ � d⃗ℓ � Flux

S
p
ÝÑrotV⃗q �

¼
S

ÝÑrotV⃗ � n⃗ dσ.

Remarque : Dans le cas où la surface S est plane et incluse dans le plan z � 0, on retrouve la formule de
Green-Riemann du Chap. 6 en circulant sur Γ dans le sens direct.

V⃗ �
�

P
Q
R



, n⃗ �

�
0
0
1



et d⃗ℓ �

�
dx
dy
0



ñ V⃗ � d⃗ℓ � P dx � Q dy , ÝÑrotV⃗ �

�
0
0

BQ
Bx �

BP
By

�
et dσ � dxdy.

»
Γ

Pdx� Qdy �
¼
S

�
BQ
Bx

�
BP
By



looooooomooooooon

� r⃗ot⃗V �⃗n

dxdy � Flux
S
p
ÝÑrotV⃗q.

Exercice de cours A.1.3. Question 2.

Correction en cours.
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II - Théorème de Gauss-Ostrogradski (voir PS22?)

Remarque : Soit V⃗ : R3 Ñ R3 un champ de vecteurs de classe C 1 avec V⃗ �

�
P
Q
R



. Alors,

div V⃗ � BP
Bx �

BQ
By �

BR
Bz .

Theorem (Gauss-Ostrogradski)

Soit Ω un volume de R3 délimité par une surface fermée S (appelée bord de Ω) de classe C 1.
On suppose que le bord de S est orienté par le champ des normales unitaires n⃗ dirigées vers l’extérieur de Ω.
Alors pour tout champ de vecteurs V⃗ : R3 Ñ R3 de classe C 1 on a

½
Ω

divV⃗px, y, zq dxdydz � Flux
S
pV⃗q �

¼
S

V⃗ � n⃗ dσ

Fondamental en Éléments Finis : UVs de mécanique numérique en branche

Remarque : Le cas de la dimension 2 est équivalent à la formule de Green-Riemann démontrée au chapitre 4.

Exercice de cours A.1.8.

Correction en cours.
...
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