MT22 - Fonctions de plusieurs variables

111 - Applications partielles d’une fonction de deux variables

Definition

Soitf : D — R ol D est une partie de R? et Mo(xo, yo) € D.

Soit 7, un intervalle ouvert de R contenant x; et tel que {(x,yo) € R?; x € I;} c D.

Soit I un intervalle ouvert de R contenant yy et tel que {(xo,y) € R?; y € L} < D.

On définit alors deux applications partielles f; : x € I} — f(x,y0) et fo:y€ L > f(x0,y).

Soit f(x,y) = 4xye’("2+y2) + 1 définie sur [—2,2]?.

s > N
Considérons le point My (0, —1). SO
onsidérons le point My(0, —1) ;. \ ~
Onafi(x) = —dxe—r 1 +letfr(y) = 1. os =~ / ""\,/
11 s’agit de deux fonctions de la variable réelle 0 - o>
toutes deux définies sur I'intervalle [—2, 2]. ' & e

Y-AXS

Proposition

Avec les mémes notations, on suppose que f : D — R est continue en My € D.
Alors Uapplication fi : I} — R est continue en xq et 'application f5 : I, — R est continue en y.

preuve : exercice de TD 1.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

A La réciproque est fausse !

f(x7 y) = XZ:{),.Z (.X, y) :*: (0’ 0)
f(0,0) =0
continue en (0, 0). Cependant, les applications partielles associées le sont :

Contre-exemple : On a montré que I’application définie par { n’est pas

six =0

o fi(x) = f(x,0) = {0 bz =0 sieE 0 VxeR, fi(x) =0 = fi estcontinue en xy = 0.

o Par symétrie, on a f>(y) = fi(y) = 0 donc f> est aussi continue en yp = 0.

Definition (Dérivées partielles en un point)

Soit f : D — R une application ott D < R? et My(xg, yo) € D. On pose fi (x) = f(x,y0) et 5H(¥) = f(x0, ).
@ si I’application partielle f; est dérivable en xq alors on dit que f admet une dérivée partielle par rapport
a x au point M et on note % (x0,¥0) = fi (x0)-

@ i I'application partielle f, est dérivable en yq alors on dit que f admet une dérivée partielle par rapport
a y au point M et on note %(xo,yo) = f3(3o)-
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Calcul pratique. @ Sif(xo,yo) est donné par une expression algébrique, alors on applique les regles de
dérivation des fonctions d’une variable réelle f| et f>.

@ Si f(x0,y0) n’est pas donné par une expression algébrique, alors on utilise la définition du nombre
dérivé de f] et f comme limite d’un taux d’accroissement :

filxo + 1) — fi(x0) -
h

. 0 . xo + h, — f{xo,
F(x0) — Tim l(x()yyo) i L G0+ By ¥0) = f(x0,50)
h—0 ox i

—0 h

Hv) = i 2200 +K) = f2(v0)
k

o _ . J(x0, 30 + k) — f(x0, Yo)
50 k < ay (xo»)’o) = Illm

—0 k

X, _)’) XZ}T)Z si (x,y) :*: (070)

Exemple. Calculer les dérivées partielles en tout point de
0,0) =0 si (x,y) = (0,0).

S
= =

Correction en cours.

A Il n’y a aucun lien logique entre la continuité de f en M et ’existence des dérivées partielles en M.
. . . . O . . .
L’implication vraie est « %(xo7 Yo) existe = fi continue en xo » mais pas f.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

1V - Différentiabilité des fonctions de deux variables

Définitions.

Rappels pour les fonctions d’une variable. Soit f : Dy — R et xo € Dy. On dit que f est dérivable en xq s’il

existe un réel d € R et une fonction € définie au voisinage de 0 telle que e(h) o O et
1—>

Vxo+heDs, f(xo+h)=[f(x)~+dxh+ |hleh) ().
On sait que d = f'(x0) = lim Lo th) )

Remarques. @ Lapplication L : # € R — d x h apparaissant dans () est linéaire.
@ Les applications linéaires de deux variables sont de la forme L : (1, k) € R* +> A x /i + B x ko A et B
sont 2 réels fixés.

Definition (Différentiabilité)

Soit D une partie ouverte de R?, f : D — R une application et My (xo, yo) € D.
On dit que f est différentiable en M/ s’il existe

o une application linéaire L : (h,k) € R> - A x h+ B x k

et o une fonction e définie au voisinage de (0, 0) telle que ||(h11ic])n|[1| 0zs(h7 k) =0et

‘v(x0+hay0+k) €D, f(.X()Jrh,y()+k) :f(x03y0)+A xh+Bxk+ H(h7k)H€(h7k) .

NB : Le plan d’équation z = f(My) +A(x — xo) +B(y — yo) est appelé plan tangent au graphe de f au point
(x0,0,f(Mo)).
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Exemple. Montrons que la fonction f définie sur R? par f(x,y) = x> + y? est différentiable en tout point
Mo(x0,y0) € R™.

Correction en cours.

— simulation MATLAB

Definition (Différentielle)

Soit D une partie ouverte de R?, f : D — R une application différentiable en tout point Mo (xo, yo) € D.
L application linéaire L introduite précédemment est appelée différentielle de / au point (x, yo) et notée
df (xo, yo). Elle est définie a partir des dérivées partielles de f :

#o): R o R ﬁ
(h7 k) = %(x()a))o)h + %(x()’y())k'

Autre notation justifiée dans le poly.  df(x,y0) = % (x0,y0)dx + % (x0,Y0)dy.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Liens logiques.

Proposition

Soitf : D — R une application oi D est une partie ouverte de R* et Mo (xo, yo) € D.
Si f est différentiable en My alors f est continue en M.

preuve. Soient L(/, k) = Ah + Bk et € une fonction telle que e(#, k)| " a‘ OO (donc bornée par C au vois.) et
h, —

V(xo+h,yo+k)€D, f(xo+hyo+k)=f(x0,y0) +AXh+Bxk+~h2+k*(hk) ()]

On a alors, |f(xo + h,yo + k) — f(x0,¥0)| = |A X h + B x k + vV/h% + k2e(h, k)|.
On passe en coordonnées polaires pour les variables (i,k) : h = rcos6, k = rsin6
VO €eR, |f(xo+ rcosb,y + rsin @) — f(xo,y0)| <|Arcos 8| + |Brsin 0| + r|e(rcos 0, rsin §)|

< r(lAl + B + [C]).

On pose g(r) = r(|A| + |B] + |C|) e 0.

La condition suffisante de continuité de f en M est satisfaite.

Proposition

Si f est différentiable en My alors f admet des dérivées partielles en M. J

preuve. Pour obtenir %(xm ¥0) = f{(x0). on pose k = O et h + 0 dans ().
1l vient fi (xo + i) = fi(xo) + Ah + |h|e(h,0). Donc fi est dérivable et f{ (xo) = A. (Idem avec f5.)
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Remarque : Les fonctions (x,y) — %(x7 y) et (x,y) — :;{ (x,y) sont des fonctions de deux variables.

On étudie leur continuité en un point M, avec les outils du paragraphe /1.

Theorem

Soitf : D — R une application oil D est une partie ouverte de R* et My(xo, yo) € D.
Si les fonctions % et %‘ sont définies et continues au voisinage de My alors f est différentiable en M.

preuve. A lire

Definition

Soit f : D — R une application ot D — R? admettant des dérivées partielles continues en tout point
My(x0,y0) € D. On dit que f est continiiment différentiable ou de classe %' sur D. On note f € ¥'1(D).

A Les réciproques des énoncés précédents sont fausses.
Exemple. Poursuivre 1’étude de la différentiabilité et de la continuité des dérivées partielles de

f53) = 2 i () £ (0,0)
f(0,0) =0 si (x,y) = (0,0).

Correction en cours.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

V - Dérivées partielles d’ordre supérieur

Dérivées partielles secondes.
Definition

Soit D  R% etf : D — R une application de classe 4" sur D.
Lorsqu’elles existent, on définit les dérivées partielles secondes comme suit :

2 ~ /A o n _of .
o%f _ a3 (o e 2 (o thyyo) = 35 (30,30)
o 2 (x0,00) = 5 (3) (x0,y0) = lim S=——=m Rt

or
o [ of e E oo tk)—
5 (%) Gonyo) = Jim 2222

)
2 _ 0 L (x0,30)
. 52 (x07y0) = 5 .

o o
of . %{.(X0+h7yo)—%(xoyyo)
55 ) (o0, y0) = lim =—e
B h—

~2
o°f _ 0
¢ [‘xﬂy(x()’yo) ~ ox 0 h

a0 - 5
5

~2 A U (x _a g
o _ o (e e 3 (oo k) — 3¢ (x0,50)

o 5ax0,30) = 5 ﬂ) (x0,¥0) = %g)r(l) e
.

Exemple. Calculer les dérivées partielles secondes de f(x,y) = y3 cos x
Que remarque-t-on ?

Correction en cours.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Programme des TDs

Liste des exercices a effectuer dans I’ordre :

Exercice A.2.9 du poly. Questions (2), (3), (4) et (5).
Dérivées partielles, différentiabilité et continuité des dérivées partielles en (0, 0).

(Indication : utiliser les contraposées des liens logiques vus en cours pour répondre aux questions).

Exercice hors poly. Fonction de classe € L
Montrer que la fonctions définie par

3
) =1 Az sty 0,0,
1) { 64+ si (x,y) = (0,0).

est de classe €' sur R,

(Indication : démontrer directement la continuité des dérivées partielles premiéres sur R?).

Exercice A.2.10 du poly. Dérivées partielles secondes et Théoreme de Schwarz
(Calculer au moins les dérivées partielles premiéres sur R?).

Exercice A.2.17 du poly. Dérivées partielles secondes et Théoreme de Schwarz
(Vous pouvez au moins faire la premiére question).
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