
MT22 - Fonctions de plusieurs variables

B Fonctions de classe C k , k P N

Definition

1⃝ Si f est de classe C 1 sur D � R2 et que toutes ses dérivées partielles sont de classe C 1 sur D, alors on dit
que f est de classe C 2 sur D.

2⃝ Par récurrence sur k P N, si f est de classe C k sur D � R2 et que toutes ses dérivées partielles d’ordre k
sont de classe C 1 sur D alors on dit que f est de classe C k�1 sur D.

3⃝ Si pour tout k P N, f est de classe C k sur D alors on dit que f est de classe C8 sur D.

NB : On admet que toute fonction composée de fonctions usuelles (polynôme, cos, sin, tan, exp, ln, Arctan)
est de classe C8 sur son domaine de définition.
Pour les fonctions

? � , Arccos, Arcsin, il faut faire attention au domaine de dérivabilité.

Theorem (de symétrie de Schwarz (admis))

Soit D une partie ouverte de R2 et f : D Ñ R une application de classe C 2 sur D. Alors les dérivées secondes
croisées B2f

BxBy et B2f
ByBx sont égales.

NB : Ce théorème se généralise aux fonctions de classe C k , pk ¥ 3q.
Exemple. Calculer les dérivées partielles croisées d’ordre 3 de f px, yq � y3 cos x.

Correction. en cours
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

V - Formule de Taylor et recherche d’extrema locaux

A Formule de Taylor-Young

Proposition (Taylor-Young à l’ordre 1)

Soit D une partie ouverte de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq une application de classe C 1 sur D.
Soit M0 P D. Alors il existe une fonction ε, définie au vois. de 0, telle que lim

||ph,kq||Ñ0
εph, kq � 0 et

pour tout point Mpx0 � h, y0 � kq P D tel que rM0Ms � D, on a

f px0 � h, y0 � kq � f px0, y0q � h Bf
Bx px0, y0q � k Bf

By px0, y0q � ||ph, kq||εph, kq .

Rappels pour les fonctions d’une variable. Soit f une fonction de classe C 2 sur un intervalle I � R.
Alors il existe une fonction ε, définie sur I, telle que

@ x � a � h P I, f pa � hq � f paq � f 1paqh � f2paq
2! h2 � h2εphq et εphq Ñ

hÑ0
0.

Cas des fonctions de deux variables.

Proposition (Taylor-Young à l’ordre 2)

On suppose maintenant que f est de classe C 2. Suivant les mêmes conditions, le développement s’écrira
f px0 � h, y0 � kq � f px0, y0q � h Bf

Bx px0, y0q � k Bf
By px0, y0q

� 1
2!

�
h2 B2f
Bx2 px0, y0q � 2hk B2f

BxBy px0, y0q � k2 B2f
By2 px0, y0q

	
� ||ph, kq||2εph, kq
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B Recherche d’extrema locaux

Definition (Extremum local)

Soit D une partie de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq une application. Soit M0 P D.
1⃝ On dit que M0 réalise un mimimum local de f sur D si D η ¡ 0, @M P BpM0, ηq X D, f pMq ¥ f pM0q.
2⃝ On dit que M0 réalise un maximum local de f sur D si D η ¡ 0, @M P BpM0, ηq X D, f pMq ¤ f pM0q.

Theorem (Condition nécessaire d’optimalité)

Soit D une partie ouverte de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq une application de classe C 1 sur D.

M0px0, y0q réalise un extremum local de f sur D ñ
# Bf
Bx px0, y0q � 0
Bf
By px0, y0q � 0.

preuve (dans le cas d’un minimum local). Identique à celle des fonctions d’une variable.
Soit M0 réalisant un minimum local de f sur D. On peut choisir η tel que BpM0, ηq � D.
 @0 h η, on a Mpx0 � h, y0qPBpM0, ηq ñ f pMq ¥ f pM0q ñ f pMq�f pM0q

h ¥ 0 ñ
pass. à la lim.

qd h Ñ 0

Bf
Bx px0, y0q ¥ 0.

 @�η h 0, on a Mpx0 � h, y0qPBpM0, ηq ñ f pMq ¥ f pM0q ñ f pMq�f pM0q
h ¤ 0 ñ

pass. à la lim.
qd h Ñ 0

Bf
Bx px0, y0q ¤ 0.

D’où Bf
Bx px0, y0q � 0.

 On procède de la même façon avec Bf
By px0, y0q et les points Mpx0, y0 � kq pour �η   k   η.
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! La réciproque est fausse.
contre-exemple. Considérons la fonction définie par f px, yq � xy en M0p0, 0q.

Méthodologie pour la recherche d’extrema locaux.
1 On recherche l’ensemble des points critiques, càd les solutions du système

#
Bf
Bx px, yq � 0
Bf
By px, yq � 0.

Exemple. f px, yq � x2 � xy � y2 � 3x � 6y.

2 Si f est de classe C 2 on peut utiliser la formule de T-Y à l’ordre 2 pour conclure :

f px0 � h, y0 � kqlooooooooomooooooooon
f pMq

� f px0, y0qlooomooon
f pM0q

� 1
2!

���h2 B2f
Bx2 px0, y0qlooooomooooon

�a

�2hk B2f
BxBy px0, y0qlooooomooooon

�b

�k2 B2f
By2 px0, y0qlooooomooooon

�c

��� ||ph, kq||2εph, kqloooooooomoooooooon
négligeable

Le signe de f pMq � f pM0q dépend du signe du discriminant �∆ � b2 � ac (justification en cours).

 Si r∆ ¡ 0 alors M0 n’est ni un maximum local, ni un minimum local. Il s’agit d’un point selle.
 Si r∆   0 alors le polynôme est de signe constant et

(i) si a ¡ 0 alors le polynôme en ph, kq est positif et M0 est un minimum local.
(ii) si a   0 alors le polynôme en ph, kq est négatif et M0 est un maximum local.

 Si r∆ � 0 alors on ne peut pas conclure. Il faut poursuivre l’étude du signe de f pMq � f pM0q par un autre moyen.
Ñ voir simulation Matlab

Poursuivre l’exemple. f px, yq � x2 � xy � y2 � 3x � 6y.
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VI - Dérivées partielles de fonctions composées

Rappels pour les fonctions d’une variable. Soit f : D1 Ñ R et g : D2 Ñ R, avec Im f � D2, deux

applications dérivables. Alors g � f est dérivable et @ x P D1, pg � f q1pxq � f 1pxq � g1pf pxqq .

Cas des fonctions de deux variables.

Proposition (Composition à gauche par une fonction d’une variable)

Soit D une partie ouverte de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq P R une application différentiable sur D.
Soit g : t P I ÞÑ gptq une application dérivable sur un intervalle ouvert I � R contenant Im f .
Alors g � f : px, yq P D ÞÑ g

�
fpx, yq� est différentiable sur D et on a

Bg�f
Bx px, yq � Bf

Bx px, yq � g1
�
f px, yq� et Bg�f

By px, yq � Bf
By px, yq � g1

�
f px, yq� .

Proposition (Composition à droite par une fonction d’une variable)

Soit D une partie ouverte de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq P R une application différentiable sur D.

Soit Φ : t P I ÞÑ
�

uptq
vptq



P R2 une application dérivable sur un intervalle ouvert I � R, avec ImΦ � D.

Alors f � Φ : t P I ÞÑ fpuptq, vptqq est dérivable sur I et on a

pf � Φq1ptq � u1ptq � Bf
Bx puptq, vptqq � v1ptq � Bf

By puptq, vptqq .
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Proposition (Composition de fonctions de plusieurs variables)

Soit D une partie ouverte de R2 et f : px, yq P D ÞÑ fpx, yq P R une application différentiable sur D.
Soient φ1 : pt, sq ÞÑ φ1pt, sq et φ2 : pt, sq ÞÑ φ2pt, sq différentiables sur R2 avec tImφ1 � Imφ2u � D.
Alors l’application F : pt, sq ÞÑ fpφ1pt, sq, φ2pt, sqq est différentiable sur R2 et on a

 BF
Bt pt, sq � Bφ1

Bt pt, sq � Bf
Bx pφ1pt, sq, φ2pt, sqq � Bφ2

Bt pt, sq � Bf
By pφ1pt, sq, φ2pt, sqq

 BF
Bs pt, sq � Bφ1

Bs pt, sq � Bf
Bx pφ1pt, sq, φ2pt, sqq � Bφ2

Bs pt, sq � Bf
By pφ1pt, sq, φ2pt, sqq .

Exercice. Déterminer les dérivées partielles des fonctions suivantes
1 Fpx, yq � cospx � yq
2 Gptq � Fpet,Arctan tq
3 Hpx, yq � Fpxy, 2x � 3yq

Correction. en cours.
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Programme des TDs

Liste des exercices à effectuer dans l’ordre :

Finir A.2.10 et A.2.17 sur le théorème de Schwarz.

Exercice hors poly. Recherche d’extrema locaux
1. Déterminer les points critiques des fonctions suivantes

(a) f px, yq � xyp1 � x � yq.

(b) f px, yq � x3 � y3 � 3λxy, λ P R.

(c) f px, yq � x2 � cospyq.

2. Préciser leur nature (minimum ou maximum local, point selle).

Exercice A.2.13 du poly. (2) et (6) Calcul de dérivées partielles pour 3 variables
( Calculer une différentielle revient à calculer les dérivées partielles Bf

Bx , Bf
By , et Bf

Bz . Puis donner l’expression de df en fonction

des différentielles élémentaires dx, dy et dz avec la notation df � Bf
Bx dx � Bf

By dy � Bf
Bz dz.)

Exercice A.2.14 du poly. (1), (2) et (3) Dérivées partielles de fonctions composées
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