
MT22 - Fonctions de plusieurs variables

IV - Étude locale d’une courbe ou d’une surface paramétrée
A Droite tangente à une courbe de Rd , d � 2 ou 3

Definition (droite tangente)
Soit C une courbe de Rd , d � 2 ou 3, et M0 P C . On dit que C admet une tangente
en M0 ssi les sécantes pMM0q, M P C , admettent une unique position limite quand
M Ñ M0.

Theorem

On suppose que C est paramétrée par une application Φ : t P I ÞÑ Φptq P Rd dérivable. Soit M0 P C et

t0 P I tel que M0 � Φpt0q. On suppose Φ1pt0q �� 0⃗ . Alors C admet une droite tangente en M0 d’équation

paramétrique M � M0 � λΦ1pt0q , λ P R . Le vecteur v⃗0 � Φ1pt0q est appelé vecteur tangent à C en M0.

preuve. en cours

 On utilise la C.N.S de dérivabilité : Φpt0 � hq � Φpt0q � hΦ1pt0q � |h|εphq, εphq Ñ
hÑ0

0.

Pour h �� 0, soit M � Φpt0 � hq P C . Alors ÝÝÑM0M � Φpt0 � hq � Φpt0q � hΦ1pt0q � |h|εphq p#q.
 Tout multiple de ÝÝÑM0M est vecteur directeur de la sécante pM0Mq : considérons

ÝÝÑM0M
h �� 0⃗.

Or d’après p#q, on a
ÝÝÑM0M

h Ñ
hÑ0

Φ1pt0q. Donc les sécantes pM0Mq tendent vers une droite portée par le

vecteur v⃗0 � Φ1pt0q. Par unicité de la position limite des sécantes, la courbe C admet une tangente T en M0.

 De plus, M P T ô ÝÝÑM0M{{⃗v0 ô Dλ P R, ÝÝÑM0M � λ⃗v0 ô Dλ P R, M � M0 � λ⃗v0.
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Exemple 1. Considérons la courbe Cg de R2 définie par une équation explicite y � gpxq, avec x P I.

 On sait qu’une paramétrisation de Cg est Φptq �
�

t
gptq

	
, t P I.

 Si la fonction g est dérivable sur I alors Cg admet en tout point M0px0, gpx0qq, avec x0 P I, une droite

tangente d’équations paramétriques M � M0 � λΦ1px0q ô
�

x
y

	
�
�

x0
gpx0q

	
� λ

�
1

g1px0q

	
, λ P R.

 La première équation donne λ � x � x0.

 Par substitution dans la seconde équation, on retrouve y � gpx0q � px � x0qg1px0q .

Exemple 2. Considérons l’ellipse C d’équation implicite x2

4 � py � 1q2 � 1.
Paramétrer la courbe C . En déduire les équations paramétriques de sa droite tangente en M0p

?
3,� 1

2 q.
Correction. en cours.

...
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B Plan tangent à une surface de R3

Definition (plan tangent)

Soit S une surface et M0 P S. Le plan tangent à S en M0, lors-
qu’il existe, est le plan contenant toutes les droites tangentes
aux courbes C � S passant par M0.

Theorem

Soit S une surface paramétrée par Φ : pu, vq P D ÞÑ Φpu, vq P R3 avec D � R2.
Soit M0 P S et pu0, v0q P D tel que M0 � Φpu0, v0q.
On suppose Φ différentiable en pu0, v0q et telle que t⃗u � BΦ

Bu pu0, v0q et t⃗v � BΦ
Bv pu0, v0q soient non

colinéaires. Alors la surface S admet un plan tangent en M0 engendré par les vecteurs tangents t⃗u et t⃗v.

preuve. en cours

 Soient α : t ÞÑ αptq et β : t ÞÑ βptq deux fonctions définies sur un intervalle I, dérivables
en t0 P I et telles que pαpt0q, βpt0qq � pu0, v0q.
 Par composition, l’application γ : t P I ÞÑ Φpαptq, βptqq est dérivable en t0 et définit une courbe
paramétrée C incluse dans S et passant par M0 � Φpu0, v0q � Φpαpt0q, βpt0qq.
 D’après le paragraphe précédent A , la courbe C admet une tangente en M0 de vecteur directeur

v⃗0 � γ1pt0q � α1pt0q BΦBu pαpt0q, βpt0qq � β1pt0q BΦBv pαpt0q, βpt0qq � α1pt0 q⃗tu � β1pt0 q⃗tv.

Les tangentes sont coplanaires et incluses dans le plan passant par M0 et engendré par les vecteurs t⃗u et t⃗v.
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Corollaire (cf ex. A.2.5)

Avec les mêmes notations et hypothèses, une équation implicite du plan tangent à S en M0�Φpu0, v0q�
�

x0
y0
z0



est apx � x0q � bpy � y0q � cpz � z0q � 0 où

�
a
b
c



� BΦ

Bu pu0, v0q ^ BΦ
Bv pu0, v0q �� 0⃗.

Exemple. Soit S le cône définit par px � 1q2 � y2 � 2z2.
Donner une paramétrisation de S et déterminer le plan tangent à S au point M0p0, 1, 1q.
Correction. en cours

...
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V - Étude locale d’une courbe ou d’une surface implicite
A Droite tangente à une courbe de R2

Theorem

Soit f : R2 Ñ R une fonction différentiable et C la courbe définie par C � tMpx, yq P R2 ; f px, yq � 0u.
Alors, en tout point M0px0, y0q P C , le vecteur N⃗0 �

�
a
b

	
� ∇fpx0, y0q est orthogonal (ou normal) à la

tangente à C en M0. Dans ce cas, l’équation de la tangente est apx � x0q � bpy � y0q � 0 .

preuve.

 On suppose que la courbe C est également paramétrable par une application Φ dérivable :
Mpx, yq P C ô Dt P I,

�
x
y

	
� Φptq �

�
ϕ1ptq
ϕ2ptq

	
.

 Dans ce cas, @ t P I, f pϕ1ptq, ϕ2ptqq � 0. Par dérivation, on obtient pour tout t P I :
@ t P I, ϕ11ptq Bf

Bx pϕ1ptq, ϕ2ptqq � ϕ12ptq Bf
By pϕ1ptq, ϕ2ptqq � 0

ô @ t P I,
�

ϕ1
1ptq

ϕ1
2ptq



�
�

Bf
Bx pϕ1ptq, ϕ2ptqq

Bf
By pϕ1ptq, ϕ2ptqq

�
� 0 ô @ t P I, Φ1ptq �∇f px, yq � 0

Le vecteur tangent v⃗ � Φ1ptq est donc normal au vecteur gradient ∇f pMq.
 L’éq. de la tangente T en M0 P C s’en déduit de la géométrie M P T ô ÝÝÑM0M K N⃗0 ô ÝÝÑM0M � N⃗0 � 0.

Exemple. Considérons l’ellipse C d’équation implicite x2

4 � py � 1q2 � 1.
Déterminer une équation de la droite tangente en M0p

?
3,� 1

2 q.
Correction. en cours
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B Plan tangent à une surface de R3

Theorem (cf ex. A.2.5)

Soit f : R3 Ñ R une fonction différentiable et S la surface définie par S � tMpx, y, zq P R3 ; f px, y, zq � 0u.

Alors, en tout point M0 P S, le vecteur N⃗0 �
�

a
b
c



� ∇fpM0q est orthogonal (ou normal) au plan tangent

à S en M0. Dans ce cas, l’équation du plan tangent est apx � x0q � bpy � y0q � cpz � z0q�0 .

preuve. Similaire à la dimension 2.

 En reprenant la preuve précédente, on sait que le vecteur
N⃗0 � ∇f px0, y0, z0q est orthogonal aux tangentes à toute courbe paramétrée incluse dans la surface S.
 Par définition, le vecteur N⃗0 est orthogonal au plan tangent à S en M0.
 L’éq. du plan tangent P en M0 P S s’en déduit de la géométrie M P P ô ÝÝÑM0M K N⃗0 � � � (cf ex. A.2.5)

Exemple. Soit S le paraboloïde d’équation z � 1 � x2

2 � y2.
Déterminer l’équation implicite du plan tangent à S en tout point M0px0, y0, z0q.
Correction. en cours

...
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