MT22 - Fonctions de plusieurs variables

IV - Etude locale d’une courbe ou d’une surface paramétrée

Droite tangente a une courbe de Ri, d=20u3

Definition (droite tangente) ! /’ﬂ\ &
Soit € une courbe de RY, d = 2 ou 3, et My € €. On dit que € admet une tangente (¢

en My ssi les sécantes (MMy), M € €, admettent une unique position limite quand \
M — M.

V.
Theorem
On suppose que € est paramétrée par une application ® : t € I — ®(t) € R? dérivable. Soit My € € et
to € I tel que My = P(ty). On suppose | ®'(ty) + 0 | Alors € admet une droite tangente en M d’équation
paramétrique| M = My + A®'(ty), e R ‘ Le vecteur vy = ®'(ty) est appelé vecteur tangent a ¢ en M.
4

preuve. en cours
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Exemple 1. Considérons la courbe ¢, de R? définie par une équation explicite y = g(x), avec x € I.

e On sait qu’une paramétrisation de € est (1) = (g(t[)), tel.

o Si la fonction g est dérivable sur [ alors %, admet en tout point My(xo, g(x0)), avec xy € I, une droite
tangente d’équations paramétriques M = My + AP’ (xp) < (f) = (b(*%)) + >‘<g'(lx0)>: AER.

o La premiere équation donne A = x — xo.

o Par substitution dans la seconde équation, on retrouve‘ vy =g(xo) + (x — x0)g’ (x0) ‘

2
Exemple 2. Considérons I'ellipse 6’ d’équation implicite £ + (y + 1)> = 1.
Paramétrer la courbe %. En déduire les équations paramétriques de sa droite tangente en My(+/3, — 1 ).

Correction. en cours.
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Plan tangent a une surface de R?

Soit S une surface et M € S. Le plan tangent a S en M, lors-
qu’il existe, est le plan contenant toutes les droites tangentes |
aux courbes 4 < S passant par M.

Soit S une surface paramétrée par ® : (u,v) € D > ®(u,v) € R avec D < R2.
Soit My € S et (ug, vo) € D tel que My = ®(ug, vo).

On suppose P différentiable en (ug, vo) et telle que soient non

i; = %(u()a Vo) eti; = %_T(u()a Vo)

colinéaires. Alors la surface S admet un plan tangent en M engendré par les vecteurs tangents T,, et T,,.

preuve. en cours



Lo N 0
Avec les mémes notations et hypothéses, une équation implicite du plan tangent a S en My = P (ug, vo)=|
20

o |a(x —X0) + b(y = yo) + ¢(z — 20) |= 0 ou (’;) = 22 (ug,v0) A F2(uo,v0) % 0.

Exemple. Soit S le cone définit par (x — 1)? 4y = 222,
Donner une paramétrisation de S et déterminer le plan tangent a S au point Mo{0, 1, 1).

Correction. en cours
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V - Etude locale d’une courbe ou d’une surface implicite

Droite tangente 2 une courbe de R>
Theorem

Soit f : R? — R une fonction différentiable et € la courbe définie par € =

Alors, en tout point Mo(xo, yo) € €, le vecteur No = (Z) = Vf(x0,¥0)

{M(x,y) € R?; f(x,y) = O}.

est orthogonal (ou normal) a la

tangente a ¢ en M. Dans ce cas, I’équation de la tangente est‘ a(x — xg)

+b(y — yo) = 0}

preuve.

2
Exemple. Considérons I'ellipse ¢’ d’équation implicite % + (y 4+ 1)? = 1.
Déterminer une équation de la droite tangente en Mo(+/3, — %)
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Plan tangent a une surface de R?

Soit f : R? — R une fonction différentiable et S la surface définie par S = {M(x,y,z) € R® ; f(x,y,z) = O}.

Alors, en tout point My € S, le vecteur ﬁo = <Z> = Vf(My) |est orthogonal (ou normal) au plan tangent

a S en M. Dans ce cas, I’équation du plan tangent est |a(x —x0) + by —yo) +¢c(z —20)= Ol

preuve. Similaire a la dimension 2.

Exemple. Soit S le paraboloide d’équation z + 1 = %2 + 2
Déterminer 1’équation implicite du plan tangent a S en tout point Mo (xo, Yo, 20)-

Correction. en cours



	

