


MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Introduction : Premiers exemples

Proposition (intégrer sur un rectangle)

Soit f une application continue sur D = [a,b] X [c,d], aveca < betc < d.

Alors, ﬂ o) oy = Lb <jd ) dy) dx = f ‘ ( f ) dx> o

Exemple 1: D = [0,1] x [0,2] et f(x,y) = x> + )%

Exemple 2 : Cas des fonctions a variables séparées f(x,y) = g(x)k(y).

Proposition (calcul d’aire entre deux courbes représentatives)
Soient @y et @y deux fonctions définies et continues sur un méme intervalle [a,b], a < b et telles que

Vi€ [a,b], ¢1(t) < @a(t). On déﬁm't‘l) ={xy)eR; a<x<b et p1(x) <y < pa(x)} |

Alors Aire(D) :Jj (p2(x) — @1(x))dx = Jb<j:2(i;) 1dy> dx

a
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Intégrale double au sens de Riemann
Domaine quarrable du plan (xOy)
Rappel : Soit [, b] un segment de R, avec (a < b), et N € N*. On peut découper cet intervalle en N sous-intervalles
N
[xi—1,x] pouri = 1,...,N telsque [a,b] = J[xi—i,xi]eta=x < -+ <x, <--- <xy=b.
i=1

Lensemble {xo; . . .

To o1 Ti Ti

Ainsi,xg = a,--- ,x; = a+ ih,--- etxy = a+ Nh = b.

Definition (@) quadrillage d’un rectangle)

Soit [a, b] x [¢,d] un rectangle avec a < b et ¢ < d. Soit N € N* et M € N*.
On note {xq, - ,xn} et {yo, -+ ,ym} les subdivisions régulieres des segments [a, b] et [c, d].
La réunion des rectangles R;; = [x;—1,xi] x [yj—1,y;] est appelée quadrillage du rectangle [a, b] x [c,d].

Definition () partie bornée de R?)

Soit D une partie de R?. On dit que D est bornée sil existe un rectangle [a, b] x [c, d] contenant D.

y, v,
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I\L()tations : Soit D une partie bornée de R? telle que D  [a,b] x [c,d]. On fixe N = M € N* et on note

ADY)
I - mawy Iy = {(i,j) € [1,N]?; Rj < D}, pusDy = U Ry
ool o Iy = {(i,) € [LN]*; Rj "D % &}, puisDY = U Ry
‘ o (ely
a ED b

Enfin, on note A(Dj, ) et A(Dy) les aires respectives de D}, et D}
Ona A(Dy) = % x card(ly) < A(D) < A(DF) = % x card(I;).
Definition (Partie quarrable de R?)
On dit que D est quarrable ssi 3¢ € R, lim A(Dy) = lim AD{) = e
—00 — 00

Dans ce cas, on définit I’aire de D comme étant la limite commune : A(D) = £.

Exemples : o Tout rectangle [a, b] x [c, d] est quarrable (Dy = Dy = D).
o Toute partie de R? délimitée par des courbes explicites continues comme suit
D:={(x,y)€R*; a<x<b et ¢;(x) <y< ¢(x)} sont quarrables.

« Toute partie bornée de R? dont la frontiére est une courbe paramétrée de classe €' est
quarrable (cercle, ellipse, etc. . .).
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Intégrale double d’une fonction de deux variables ij(x, y) dxdy
D
Rappel MT02 : intégrabilité des fonctions d’une variable réelle sur [a, b], a < b.

Cas des fonctions de deux variables :
Soit f : D — R une application avec D quarrable. On suppose D c [a, b] X [c, d]

b et on prolonge f en une fonction définie sur [a, b] X [c,d] par

- X, si(x,y) €D

f(x,y):{ J(C)( Y siEx,§§¢D.
Soit N € N* et {xg,...,xn} et {yo,...,yn} deux subdivisions régulieres de
[a,b] et [c,d]. Pouri,j=1,...,N,on pose

et Uj = sup {f(x, y) ;5 (x,y) € R,j}

SNV A wj = inf {F(x,5) 5 (x,y) € Ry}

E PSS — _ —a@—) L +_ == &8
Sy = N2 2L 2t Sy = N2 Z] _Z]Ui/

=

i=1j=1

Remarque : % x u; = volume du parallélépipede de base R;; et de hauteur u;;.

Definition (intégrale double)
Soitf : D — R une application avec D quarrable. On suppose qu’ 3£ € R, lim Sy = lim S; =£.
N—x N—>x

Alors f est dite intégrable sur D. On définit la valeur de I’intégrale double de f sur D comme étant la limite

commune : Jff(x,y) dxdy = £.
D
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Exemple 1 : Soit D une partie quarrable de R? et f : (x,y) € D +> 1. Montrons que ff 1dxdy = A(D)
D

Correction. en cours.

Exemple 2 : Soit D le disque unité et f : (x,y) € D > c avec ¢ € R.

Montrer que f est intégrable sur D. Que représente le nombre JI f(x,y) dxdy?

D
Correction. en cours.

_J

Toute application continue et bornée f : D — R avec D quarrable est intégrable sur D.

Interprétation géométrique : Le nombre Jf f(x,y) dxdy est le volume signé du solide de I’espace délimité

D
par la surface D < (xOy) et le graphe d’équationz = f(x,y).



	

