MT22 - Fonctions de plusieurs variables

II - Quelques regles de calculs : intégrales simples successives
@ Domaine non rectangulaire

Theorem (1ére formule de Fubini)
Soient @) et vy deux fonctions définies et continues sur un méme intervalle [a,b], a < b et telles que
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b rea(x)
Alors D est quarrable et pour toute fonction f intégrable sur D, on a jf f(x,y) dxdy =j <f : f(x,y) dy> dx.
)s a \Jo (x)

(Lol R
T‘V

Exercice : Déterminer le volume du tétra¢dre délimité par les demi-plans d’inéquations
xz0, y=0, 220 et x+y+z<L
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Theorem (2éme formule de Fubini)

Soient 1 et 1, deux fonctions définies et continues sur un méme intervalle [c,d], ¢ < d et telles que

Vi [ed, $1(1) < $a(e). On définit| D := {(x,3) € B2 5 ¢ <y <d et Y100) <x < 920)} |

df iy (y)
Alors D est quarrable et pour toute fonction f intégrable sur D, on a jj f(x,y) dxdy =f (j 2 flx,y) dx> dy.
5 c Py ()
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Exercice : On reprend le calcul du volume du tétraedre délimité par les demi-plans d’inéquations
x=0, y=20, z=20 et x+y+z<l1.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Quelques propriétés

Convention : Si D = & alors Jff(x, y) dxdy = 0.

Proposition (linéarité et ordre)

Soient f et g deux applications intégrables sur une partie quarrable D de R?. Alors
OV (A p) €R?, (X + ug) est intégrable etJ (N + pg) (x,) dxdy = X Hf(x,y) dxdy + Mﬂg(x,y) dxdy.

D D D
OV (xy) €D, f(xy) <swy) = [[ sty < [[ atry) dsay

Corollaire

Soit D < R tel que A(D) = 0. Si f est définie et bornée sur D alors fest intégrable etj f(x,y) dxdy = 0.
D

Proposition (Relation de Chasles)
@ SiD = Dy v Dy avec Dy n D, = @alorsjffx y) dxdy = JJf(x y dxderJ f(x,) dxdy.

@) Cas général : Si D = Dy U D; alors JJf(x y) dxdy = fjf X, y) dxdy + Jff(x y) dxdy — J f(x,y) dxdy.

D{AD,
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

11l - Changement de variables

Remarque : e Soit ABCD un parallélogramme dans le plan de repere orthonormé (0O; ?,D Etant données les coordonnées

des vecteursﬁ('::) etm(ﬁf), on a Aire(ABCD) = |det (31 uz)‘ = ‘MIVZ - V1Mz| (cf MT23).

1w
dx 0
det (O dy)‘ = dxdy.

(@Y +dY) oo (2 e,y )
o Si on considere le rectangle infinitésimal S alors Zire(Ry) =

Definition
Soient D et A deux parties quarrables de RZ. On appelle changement de variable de A sur D, toute
application ® : (u,v) € A — ®(u,v) € D telle que :

Q O est bijective

O P et P! sontde classe €.

-

. 0P 0P
Si ® est de classe € alors ®(u + du, v + dv) = ®(u,v) + (T(u, v) xdu + (T(“» v) xdv + ||(du, dv)||e(du, dv)
Sy (A Al w2

o

reste négligeable

P
—
b du - dv) T~
B S = > & (utdu,v+dv)

5 ) ¥ 7
3 o 2w,

duxi_| P (u,0) ~

(u,v)
Ry _ D(Rp)
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

Definition (jacobien)

Soit A une partie quarrable de R? et & : A — R? une application de classe %' de composantes ® = ( )

0P, P,
On appelle jacobien de ®, la quantité définie par Jo = det ( G ay ) =021, 0% _ 0% ‘W(I)

P, P, u ov v
“ou ov y
Theorem
Soient D et A deux parties quarrables de R et ® un changement de variable de A sur D tel que
Y (u,v) € A, Jg(u,v) + 0. Alors pour toute application f intégrable sur D, on a
jff(x,y) dxdy = J fo®(u,v) [Jo(u,v)| dudv |.
D A
v
Remarque : |/ (1, v)| dudv correspond a I’aire de (R ) qui prend la forme d’un parallélogramme :
L 22 xay 0D, 0% 0P, 0%
Aire(®(Rp)) = |det [ y N "= Cﬁ L x ﬂ—z x dudv — 5 C2% 5 dudv = |Ja (u,v)| dudv
P wdau 222 xay cu ov ov Cu
cu oy
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Exemple : Déterminer 1"aire de la surface délimitée par une ellipse de rayons a sur (Ox) et b sur (Oy)
9={(x,y)e]R2; ;‘72+§<1}.

Correction. en cours

Exercice. Calculer = _U(xz +y*)dxdyou  Di\D, avec
D
91={(x,y)€]R2;x2+y2<4ety>0} et @2={(x,y)eR2;x2+(y—1)2<letx>0}.

Correction. en cours



	

