


MT22 - Fonctions de plusieurs variables

I - Intégrale triple au sens de Riemann

On définit une intégrale triple de la méme facon qu’une intégrale double en remplacant les « quadrillages 2D »
par un « maillage 3D » (ou discrétisation 3D) des parallélépipedes rectangles [a, b] x [c,d] X [k, h2] :
pour N € N* fixé, un maillage est

N
U Pk, o Py = [xi—1,x] x [yj—1, %] % [zk=1, 2]
iik=1

etx; =a+ i—b;“, yj=c¢ +j—d;", % =h + k—hzgh‘

D quarrable devient ) cubable
Aire A(D) — Volume V(Q2)
Intégrale double Jj fO,y)ydxdy —— Intégrale triple J]J’ f(x,y,2) dxdydz
D Q

Théoreme admis : Toute application f : @ — R?> — R continue et bornée est intégrable sur 2.

Exemple & connaitre : Soit Q une partie cubable de R3 et f : (x,y,z) € Q > 1. On montre que

JH f(x,y,y) dxdydz = Jﬂ Ldxdydz = V(Q)
Q Q
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

II - Quelques regles de calculs : intégrales simples successives
Cas des parallélépipedes rectangles Q = [a, D] x [c,d] x [hy, h;]

Proposition

Soit f une application continue sur Q = [a,b] x [¢,d] X [h1,h2], aveca < b, ¢ < d et hy < hy.

Alors, J] f(x,y,2) dxdydz = J‘b (jd ( :zf(x,y,z) dz) dy) dx = L (I <f f(x,y,2) dy) dx) dz .
2 0 \Je | 1 Ve \Je

Proposition (produit de fonctions a variables séparées)

Soit f : [a,b] X [c, d] [h1, hy] — R une application définie par f(x,y,z) = h(x)g(y)¢(z) oit h, g et £ sont
continues sur [a, b), [c, d] et [hy, hy] respectivement. Alors

[l 62 st = ([t >X<fg(y)dy)><<Lh]z€(1)dz>.

Exemple : Q = [0, 1] et f(x,y,2) =x +y + z.
Correction en ligne.
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MT22 - Fonctions de plusieurs variables

@ Méthode des batons

Theorem (formule de Fubini partielle)
On suppose qu’il existe deux fonctions 1)y et 1\, continues sur un domaine D quarrable et telles que

V(x,y) €D, ¥1(x,y) < ¥a(x,y). Onpose| Q@ = {(x,y,2) € R}|(x,y) € D et b1 (x,y) < z < ¢(x,y)} ‘
Alors S est cubable et pour toute fonction f intégrable sur S on a

Wy (%, ,v)
JJJf X,,2) dxdydz = JJ (J fix, y,z)dz) dxdy .
P (x,y)

Illustration : volume délimité par
I’hyperboloide d’axe (Oy) d’équation x> — y? + 22 = 1
etpar |y < 1.

Theorem (formule de Fubini totale)
Ensuite on applique [’'une ou [’autre des formules de Fubini du chap. 4 au domaine D.

b X X,y
Di= () ER; a1 <b et 1) <y < 20} = [[r0r0) vz = | (f”( )sz(( )))f(x,y,z)dz) dy) d
o a 1(x,y

#1(x)
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Exercice : Calculer ijxz + Y dxdydz  avec Q = {(x,y,2) e RY; /2 +y2 <z < 1}
Q

Correction en ligne.
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Meéthode des tranches

Theorem (formule de Fubini partielle)

Soit Q une partie cubable de R®. On suppose qu’il existe deux constantes ¢ et d dans R avec ¢ < d telles que
VM(x,y,z) € Q, ¢ <y <d Dans ce cas on pose Dy, = Q n {y = yo}.

Alors

= {(x,y, 7) € Rﬂc <y<det(x,z)€ Dy} ‘etpour toute fonction f intégrable sur 2 on a

Hff(x,y,z) dxdydz = Ld fff(x,y,z)dxdz dy .
Q D}

Ilustration : volume délimité par
I’hyperboloide d’axe (Oy) d’équation x> — y? + 22 = 1
etpar|y| < 1.

Theorem (formule de Fubini totale)
Ensuite on applique I’'une ou I’autre des formules de Fubini du chap. 4 au domaine D,.

b(y) [ [ha(x,y
Dy i= {(x,2) € R?; a(y) < x < b(y) e hj(x,y) <2< hy(x,»)} = Mf(l ¥, 2) dxdydz = f <f ((‘) <L 2(( ;)) f(x, y,z)dz) dx) dy
a 1y
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Exercice : Calculer ijxz + Y dxdydz  avec Q = {(x,y,2) e RY; /2 +y2 <z < 1}
Q

Correction en ligne.
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11l - Changement de variables

c.

Remarque : e Soit P

I ] un parallélépipede dans le plan de repere orthonormé (O; 7,], I;) Etant données les

B

u ™ 3
coordonnées des vecteurs AB (vl ) s R<VZ> et AD ("3), on a Volume(P) =

wy

i

W m

det (, 2 3)‘ = |aB- (3 A AD) |

wy w3 wiowy wy T
produit mixte

dx 0 0
alors Yolume(Po) = |det| 0 dy 0 || = dxdydz.
0 0 dz

Definition
Soient 2 et A deux parties cubables de R3. On appelle changement de variable de A sur €2, toute application
D (u,v,w) € A D(u,v,w) € Qtelle que :

Q@ O est bijective

@ det & ! sontde classe 7.

[k oP oP
P(u+du,v+dv,w+dw) = ®(u,v,w) + = (uy vy w) xdu+ — (uy v, w) xdv+ — (u, v, w) xdw+ ||(du, dv, dw)||e(du, dv, dw)
cu cv ocw

—_— —— —_— reste négligeable
fu

& _ #(utdu+dowtdw)
7
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Definition (jacobien)

P
Soit A une partie cubable de R et & : A — R3 une application de classe %' de composantes ® = (ié).
P
T ) :
. P 2 3 2 2 2) 7)
On appelle jacobien de @, la quantité définie par Jo = det | 222 222 22 [ — % . (% %)
By oy oDy
4
Theorem
Soient Q et A deux parties cubables de R et ® un changement de variable de A sur S tel que
Y (u,v,w) € A, Jo(u,v,w) % 0. Alors pour toute application f intégrable sur Q, on a
jfjf(x,y, z) dxdydz = fj fo®(u,v,w) |Jo(u,v,w)| dudvdw |.
Q A
v

Remarque : |/ (1, v, w)| dudvdw correspond au volume de ® (P ) qui prend la forme d’un parallélépipede.
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