
Cours MT22 - Chapitre 6

Exemple : Calculer la longueur d’une hélice paramétrée par Φ : r0, 2πs Ñ R3 avec M
�

x
y
z



�Φpθq�

�
R cos θ
R sin θ
aθ



.

Correction. Il s’agit de la portion bleue sur le schéma ci-dessous.

x

y

z

R

A“Φp0q

B“Φp2πq

C

7

Φ1pθq �

�
��R sin θ

R cos θ
a

�


||Φ1pθq|| �
a
p�R sin θq2 � pR cos θq2 � a2 �

d
R2psin2 θ � cos2 θlooooooomooooooon

�1

q � a2 �
a
R2 � a2

La longueur de la portion de courbe est

ℓpABq �

» 2π

0
||Φ1pθq|| dθ �

» 2π

0

a
R2 � a2 dθ �

a
R2 � a2

» 2π

0
1 dθ � 2π

a
R2 � a2.

NB : lors que a � 0 cette portion de courbe est tout simplement le cercle de rayon R et on retrouve la formule
du périmètre 2πR.
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Exemple : Soit C le bord du demi-disque défini par C :� tpx, yq P R2 ; x2 � py � 1q2 � 1 et x ¥ 0u.

Calculer
»

C
F⃗ � dℓ⃗ avec F⃗ px, yq �

�
y
�x

�
.

Correction.

1

2

1
x

y

C

0

9

 On commence par définir une paramétrisation de C :

M P C ô D θ P r�π
2 ,

π
2 s,

�
x
y



� Φpθq �

�
ϕ1pθq � cos θ

ϕ2pθq � 1� sin θ



.

 On développe le calcul avec la formule

»
C
F⃗ � d⃗ℓ �

»
C
P px, yqdx�Qpx, yqdy �

» b

a
P pϕ1ptq, ϕ2ptqqϕ

1
1ptqdt�Qpϕ1ptq, ϕ2ptqqϕ

1
2ptqdt

dans le cas où C � Φpra, bsq avec

x � ϕ1ptq ñ dx
dt � ϕ11ptq ñ dx � ϕ11ptq dt

y � ϕ2ptq ñ dy
dt � ϕ12ptq ñ dy � ϕ12ptq dt.

 Le sens trigonométrique correspond au sens des valeurs θ : �π
2 Ñ

π
2 . On obtient

»
C
F⃗ � d⃗ℓ �

» π
2

�
π
2

p1� sin θq � p� sin θqdθ � p� cos θq � cos θ dθ

�

» π
2

�
π
2

�
�� sin θ� sin2 θ � cos2 θlooooooooomooooooooon

��1

�
dθ

�

» π
2

�
π
2

p� sin θ � 1qdθ

�
�
cos θ � θ

�π
2

�
π
2

� �π
2 �

�
�p�π

2 q
�
� �π.
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Exercice A.1.11 : Soit F⃗ �

�
P
Q
R



�

�
xy

z � αx2

y



un champ de vecteur de classe C 1 au moins.

1. On détermine la valeur de α de sorte que ÝÑrotF⃗ � 0.

ÝÑ
rotF⃗ px, y, zq �

�
� B

Bx
B

By
B

Bz

�
^ F⃗ px, y, zq �

�
� 1� 1

0� 0
2αx� x

�
�

�
� 0

0
p2α� 1qx

�
 .

@px, y, zq P R3 ,
ÝÑ
rotF⃗ px, y, z � 0⃗ ô α �

1

2
.

Pour cette valeur de α � 1
2 , on obtient F⃗ � ∇f où

fpx, y, zq �
x2y

2
� yz � C, C P R.

2. La courbe C est le chemin rectiligne orienté suivant

8

16

24

32

40

´8
1 2 3 4´1´2´3´4´5

y “ chx

x

y

1

Ap´a, ch aq Bpa, chaq

x

y

z

O

A

1

1

1

8

 On commence par calculer la circulation de F⃗ sur ÝÑOA à l’aide de la définition.
Une paramétrisation de ÝÑOA est

M P C ô D t P r0, 1s,

�
x
y



� Φptq � p1� tqO � tA �

�
�ϕ1ptq � t
ϕ2ptq � t
ϕ3ptq � t

�
.

Le sens de parcours allant du point O au point A corresponda au sens des valeurs t : 0Ñ 1. On obtient»
C
F⃗ � d⃗ℓ �

»
C
P px, y, zqdx�Qpx, y, zqdy �Rpx, y, zqdz

�

» 1

0
P pϕ1ptq, ϕ2ptq, ϕ3ptqqϕ

1
1ptqdt�Qpϕ1ptq, ϕ2ptq, ϕ3ptqqϕ

1
2ptqdt�Rpϕ1ptq, ϕ2ptq, ϕ3ptqqϕ

1
3ptqdt

�

» 1

0
t2 � 1dt� pt�

t2

2
q � 1dt� t� 1dt

�

» 1

0
p2t� 3

2 t
2qdt �

�
t2 �

t3

2

�1
0
� 1� 1

2 �
3
2 .

 On vérifie l’égalité avec

fpAq � fpOq � p
1

2
� 1� Cq � pCq � 3

2 �

»
C
F⃗ � d⃗ℓ.
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