Cours MT22 - Chapitre 6

Exercice A.1.12 : Soit F' = (;ﬂciyy) un champ de vecteur de classe ¢! au moins.

e Le bord € du disque D de centre O et de rayon R > 0 est fermé et sans point double. Une paramétrisation
de ce cercle est
x ¢1(0) = Rcosf
M 3 = = _
€E¢ < 96[0,2ﬂ[<y> o(0) <¢2(9):Rsin9
Le sens direct correspond au sens croissant des valeurs 6 : 0 — 27. Dans ce cas

21

f Pdx + Qdy = J (Rcosf + Rsinf) x (—Rsin#)df + (2R cos 6 + Rsin#) x Rcos 6 df
€ 0

27
= J [—R2 cosfsinf — R?sin” 0 + 2R? cos® 6 + R?sin 0 cos 9] do
0

27
= J [—R2 sin? 0 + 2R? cos? 9] do
0

21— cos20
=R2f {—Cos—l—l—i-cos%}d@

0 2

21
:R2J 1+3C0$29d6

0 2

6 3sin26q2~
_ p2[? _ 2
=R [2 Ty ]0 .

¢ On vérifie I’égalité de Green-Riemann.
On calcule I’intégrand %—Q(a:, y) — %—Iy)(m,y) =2—-1=1.

T
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Exemple : Calculer I’aire du domaine délimité par une ellipse D := {(x,y) € R? ; 2—2 + ?;—;

Correction. Au chapitre 4, nous avions trouvé Zire(D) = abm

<,
o

L

Le bord de € se paramétrise de la fagon suivante

wew o e, (7) =00 = (20 755)

Le sens direct correspond au sens croissant des valeurs § : 0 — 27.

21

2m
a?dyzf acosf x bcosOdl = J abcos? 6 df
0 0

27T
zabf 1+C0826d9
0 2

Aire(D) = f

4

6 sin2072~
—ab[i—i- 1 ] = abr

<1}
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Exemple : Calculer I’aire du domaine D délimité par un polygone de sommets P, (z,,y,), ..., Py(zy,yy)s
orientés dans le sens direct.

Correction. Considérons un polygdne sans point double que nous parcourons dans le sens direct

L aire ce polygdne s’obtient alors a 1’aide de I’intégrale curviligne suivante
Aire( D ):J rdy = Z J
‘ i=0 VP Py

. J . P~ d L. . .
Le chemin rectiligne orienté P; P; 1 se paramétrise de la fagon suivante

5 x o1 (t) = (1 - t)xi + tl’i_H)
M € P, P, < 3Jte|0,1], =(1—-O)PF +tFy = .
i1+1 [ ] (y> ( ) 7 i+1 ( (1 _ t)yi + tyi 1

Le sens de parcours allant du point F; au point P;; se traduit par le sens des valeurs ¢ : 0 — 1. On obtient

1
f xdy = J [(1 =)@ + taig1] x [~y + yis1]dt

PiPiri 0
1-1)? 2 1
= (Yi+1 — Z/i)[( ) Ti + t2 $z+1]0
Titl — T4
=(Yi+1 — yi)T-
On en déduit que
N—1
ﬂlre Z Yi+1 — yz M?
=0

avec la convention Py = Py.
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