
Cours MT22 - Chapitre 6

Exercice A.1.12 : Soit F⃗ �
�

x� y
2x� y

	
un champ de vecteur de classe C 1 au moins.


 Le bord C du disque D de centre O et de rayon R ¡ 0 est fermé et sans point double. Une paramétrisation
de ce cercle est

M P C ô Dθ P r0, 2πr

�
x
y



� Φpθq �

�
ϕ1pθq � R cos θ
ϕ2pθq � R sin θ



.

Le sens direct correspond au sens croissant des valeurs θ : 0 Ñ 2π. Dans ce cas
»

C
Pdx�Qdy �

» 2π

0
pR cos θ �R sin θq � p�R sin θqdθ � p2R cos θ �R sin θq �R cos θ dθ

�

» 2π

0

�
�R2 cos θ sin θ �R2 sin2 θ � 2R2 cos2 θ �R2 sin θ cos θ

�
dθ

�

» 2π

0

�
�R2 sin2 θ � 2R2 cos2 θ

�
dθ

� R2

» 2π

0

�
�
1� cos 2θ

2
� 1� cos 2θ

�
dθ

� R2

» 2π

0

1� 3 cos 2θ

2
dθ

� R2
�θ
2
�

3 sin 2θ

4

�2π
0
� πR2.


 On vérifie l’égalité de Green-Riemann.
On calcule l’intégrand BQ

Bx px, yq �
BP
By px, yq � 2� 1 � 1.

¼
D

�
BQ

Bx
px, yq �

BP

By
px, yq



dxdy �

¼
D

1 dxdy � AirepDq � πR2 �

»
C
F⃗ � d⃗ℓ.
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Exemple : Calculer l’aire du domaine délimité par une ellipse D :� tpx, yq P R2 ; x2

a2
� y2

b2
¤ 1u

Correction. Au chapitre 4, nous avions trouvé AirepDq � abπ

D
1

2

1 2−1−2
x

y

D : x2

a2 + y2

b2
≤ 1

x

y

a−a

b

−b

0

12

Le bord de C se paramétrise de la façon suivante

M P C ô Dθ P r0, 2πr,

�
x
y



� Φpθq �

�
ϕ1pθq � a cos θ
ϕ2pθq � b sin θ




Le sens direct correspond au sens croissant des valeurs θ : 0 Ñ 2π.

AirepDq �
»

C
xdy �

» 2π

0
a cos θ � b cos θ dθ �

» 2π

0
ab cos2 θ dθ

� ab

» 2π

0

1� cos 2θ

2
dθ

� ab
�θ
2
�

sin 2θ

4

�2π
0
� abπ
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Exemple : Calculer l’aire du domaine D délimité par un polygône de sommets P1px1 , y1q, . . . , PN pxN , yN q,
orientés dans le sens direct.

Correction. Considérons un polygône sans point double que nous parcourons dans le sens direct

1

2

1
x

y

C

0

Pi

Pi`1

9

L’aire ce polygône s’obtient alors à l’aide de l’intégrale curviligne suivante

AirepDq �
»

C
x dy �

N�1̧

i�0

»
ÝÝÝÝÝÑ
PiPi�1

x dy.

Le chemin rectiligne orienté ÝÝÝÝÑPiPi�1 se paramétrise de la façon suivante

M P
ÝÝÝÝÑ
PiPi�1 ô D t P r0, 1s,

�
x
y



� p1� tqPi � tPi�1 �

�
ϕ1ptq � p1� tqxi � txi�1

p1� tqyi � tyi�1



.

Le sens de parcours allant du point Pi au point Pi�1 se traduit par le sens des valeurs t : 0 Ñ 1. On obtient
»
ÝÝÝÝÝÑ
PiPi�1

x dy �

» 1

0

�
p1� tqxi � txi�1

�
� r�yi � yi�1

�
dt

� pyi�1 � yiq
�
p1�tq2

2 xi �
t2

2 xi�1

�1
0

�pyi�1 � yiq
xi�1 � xi

2
.

On en déduit que

AirepDq �
N�1̧

i�0

pyi�1 � yiq
xi�1�xi

2 ,

avec la convention P0 � PN .
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