Cours MT?22 - Chapitre 7

Exemple. Calculer I’aire de la sphére d’équation 22 + 32 + 22 = R? avec R > 0 fixé.

Correction. On utilise une paramétrisation en coordonnées sphériques :

T Rcospsinf
y | =®(p,0) = | Rsinpsinf | avec @€ [0,2n[etf € [0,7].
z Rcosf
On calcule 7, Ty puis ||, A fg|| :
0% —Rsmgoéme L 0% R09scp0089
tgp:a—(cp,Q): R cos psinf et gzﬁ(go,a): Rsin ¢ cos
v 0 —Rsin6
—R%cospsin? @ —R?cos psin® g —cospsind
= t_:p/\Fg = —R?sin ¢sin? 6 = | —R?singsin®@ | = R%sinf | —singsinf
—R?sin? ¢ cosfsinf — R? cos® ¢ cosfsin f —R?cosfsin b —cost

S
v

£,  #gll = Rsin6_|jd]] =[Rsing]
—

=1
En effet sin@ > 0 pour 6 € [0, 7] et

||7]] = \/(—singosin 0)2 + (—cos psin6)2 + (— cos #)?

= \/(sin2 @ + cos? ) sin? § + cos? 6
= 1/sin? 0 + cos? 0
=+1=1.

Par application du chapitre 7, on a

ﬂire(S)zJJldaz H [t A Tol| dpdf = J R?sin 0 dedf
s [ [

0,27] % [0,7] 0,27] % [0,7]

- (J:rm@) x (ffﬁsinede)

=27 X [—}22(308,9]7r
0
=27 x (= R? x (=1) — (-R? x 1)) = 47 R?

NB : Le volume d’une boule de rayon R est tout simplement la primitive en R de ce résultat : %WR3.

Cela se justifie a I’aide du changement de variable 3D du chapitre 5, ot les variables d’intégrations sont (7, ¢, 6).
Le jacobien est identique, il manque seulement la derniére étape du calcul qui est I’intégrale de la variable r
suivante

R 4 )
f dnr?dr = —7R5.
0 3
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Corollaire. Soit S une surface de R? définie explicitement par

S ={M(z,y,2) eR3; 2z = g(x,y) et (z,7) € D}

avec D c R? quarrable et g de classe €’!. Alors Iaire de la surface S est Zire(S) = JJ \/1 + (%)2 + (g—z
D

Preuve.On utilise la paramétrisation suivante

x x
y|=2(x,y) = Y avec (z,y)€e D.
z 9(z,y)
On calcule &, &, puis ||tz A &,]| :
1 0 _ g
- 09 09 L L 0P 2z
tx:i(x’y)z 0 ty=7(l'ay)= 1 =>t$/\ty=7(l‘ay)= _gig
On obtient

ng ng 0 0
I A Byl = A/1+ ()% + ()%

D’ou

ain($) = [[ Lo = [[[ 1 nldedy = [[ /14 ()2 + (G(o.n)2dody.
D D

S

)2 dxdy.
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Exercice A.1.4. Soit S = {(z,y,2) e R3; z = 22 + y? et 2 < 4}.

Correction. On veut déterminer 1’aire de cette portion de paraboloide a I’aide d’une paramétrisation par les
variables (z, y).

1. On vous demande de déterminer le domaine de définition des variables (x, y).

De I’énoncé, on déduit seulement I’'information suivante

€T +y2<4.

Le domaine D recherché est donc un disque de rayon 2.

2. On vous demande de déterminer o(z,y) = ||t; A t,|| 2 ’aide de la paramétrisation
x x
y|=2(z,y) = Y avec (z,y) € D.
z z? + y2
1 0 —2z
ty = —(x,y)=| 0 ty=——(z,y) =11 =t Aty =—(z,y) = [ -2y
ox ox ox
2x 2y 1

et|o(z,y) = /1 + 422 + 492 |

3. On calcule I’aire de .S a ’aide de la formule du chapitre 7

Aire(S) = ff ldo = JJ vV 1+ 422 + 4y dady
S D

Le domaine d’intégration étant un disque on utilise les outils du chapitre 4 pour effectuer le calcul : a savoir
une changement de variable en coordonnées polaires.

T = 2rcosf
D = {(y _ 2rsin9) ;rel0,1]etfe [0,2%[} avec |Jp| = 4r.

Aire(S) = ff V141672 x 4r drdf
[0,1] % [0,27

On utilise la formule d’intégration

a+1

; o u

u Xu = avec o =
a+1

N[

On note que v’ = (1 4 16r2)" = 32r pour “ajuster la constante” :

1 1 2m
Aire(S) = JJ V141672 x 32r x 3 drdf = (J 1d0> X (J 32r x (1+ 16r2);dr>
0 0!

8
[0,1]x[0,27[
3
2

2 [(1+136r2) ](1)

Frédérique Le Louér 3



Exercice A.1.12 du poly On veut déterminer I’ordonnée du centre de gravité de la surface définie par
Si={(z,y,2) eR% 2® + 22 =4, x +y < 2ety >0, 2> 0}.

Correction. Nous devons calculer successivement

1
Aire(S) = JJ ldo puis yg= 2ire(S) ffyda.
S

S

Si vous souhaitez visualiser la figure 3D, il faut déterminer le bord de S qui est une réunion d’aréte rectiligne
ou courbe. On les obtient en étudiant chaque intersection du cylindre avec 'un des plans z +y = 2, y = 0 ou
z = 0.

2+ 22 =4 w2422 =4 2+ 22 =4
r+y=2 y=0 z=0
y=0etz>=0 r+y<2etz=0 y=0etx+y<2
@ ©) ®
2 +22=4
e Le systeme (2) équivauta < y =0 (avec la condition x < 2 automatiquement satisfaite) et définit

r<2etz=20
donc le demi-cercle supérieur de rayon 2 dans le plan (2Oz).

r =22

e Le systtme (3) équivauta { z =0 et produit deux résultats différents : lorsque x = 2 alors y = 0
Osy<2-—x

et on obtient seulement un point de coordonnées (2,0, 0). Lorsque 2 = —2 alors on a 0 < y < 4 qui produit

I’aréte rectiligne parallele a I’axe (Oy)

e Le systeme (1) est une intersection cylindre/plan et nous indique qu’il faut relier les deux sommets (2, 0, 0)
et (—2,4,0) par une courbe elliptique contenue dans la surface du cylindre

Cependant la figure n’est pas nécessaire pour effectuer les calculs demandés.
Utilisons une paramétrisation de S en coordonnées cylindriques :

2cos

=Q(py)=| v
2sin ¢

INEENS.
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Onaz>0:> et 0<y<2—:c:>‘ye]0,2—2coscp[‘.

Le nouveau de définition de ® est donc A = {(p,y) eR%; 0 < p < met0 <y < 2 — 2cos p}.

o On calcule t,, £, puis ||t A £y]| :

. 0P —2sin 0D 0 L —2cosp
ty = —(p,y) = 0 et ty,=—(py) =11 = to Aty = 0
¢ 2cosp % 0 —2sin

On obtient ||f;, A fy|| = /4 cos? ¢ + 4sin® o = /4 =[2]

On peut passer au calculs :

R R T 2—2cos ¢ T -
Aire(S) = JJ |ty A tyl| dedy = J (J 2dy> de = J 2(2—2cosp)dp = [44,0 - QSimp]O = 4r.
0 \Jo 0
A

L’ordonnée du centre de gravité est

1 o o 1 T 2—2cos e
yGZMﬂydUZnyIIt@AtylldsodyZMfO (L 2ydy> df
S A
1 7T
= (2 —2cos )% dyp
T
1 Oﬂ
= (4 — 8cos @ + 4cos? ) dp
T
1 07r
= (2—2cos¢)?dyp
T
1 07r
= (4 — 8cosp + 2(1 + cos(2¢p)) dp
0
1 . 7
=i [430 — 8singp + 2¢ + sin(2gp)]0
_6m_|3
A |2

Frédérique Le Louér 5



On peut poursuivre avec le calcul de xg et zg :
L’abscisse du centre de gravité est

1 o S 1 (™
:UG:MJdeaszQcosgpx||t§0/\ty||dg0dy=4ﬂ_ (
0
S A

v

1
— | 4cosp x (2—2cosp)dp

2—2cos
J 4 cos ¢ dy) de
0

:47T 0
1 T

=J (2cos p — 2cos? ) dp
T Jo
1 g

:J (2cosp — 1 — cos(2¢)) dy
T Jo
Ir. . sin(2p) 1™

= — 2‘ — —7]
7[2eine -0 ==

:;:.

La hauteur du centre de gravité est

1 t, At L[
ZG:Mffzdazjf2sin<px||t<p/\ty||d90dy:4ﬂ 0 <
S A

1 s
= . 4sinp x (2 —2cos ) dp
1

= J (2sinp — 2sin @ cos ) dy
T Jo

2—2cos
J 4sin dy) de
0

™

1
—[—2008¢—sin24p]
s
2—(-2) 4

—t

0

™

Frédérique Le Louér 6



