Cours MT22 - Chapitre 8

Exercice A.1.3 du poly - question 2. On définit la surface S d’équation z = 2% + y® avec z < 1.

On oriente S par les normales unitaires 77 qui font un angle aigu avec le demi axe [Oz). On appelle I" le bord
de S orienté de facon cohérente avec S.

Correction.
a)
z
sens de circulatiqn sur I E
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b) Le bord I' de S est défini par le systeme

_ 2 .2 2,2 _
{z—x +y - {x—i—y—l
z=1 =

Une paramétrisation de I" est alors

x cos ¢
Mel < y|=®(0) = |sinb |, avechd:0— 2m.
z 1

¢) La circulation de U = ( ) le long de I" est donc

JF U-dl = L Zz(y;l) dx + dy + xyzdz

T sinf — 1
J “nT x (—sin ) df + cos 6d6 + 0dO
0

_[_Q+sin26
B 4 8

. 2
—cos@—i—smﬂ] = —
0

SIE]

d) On doit vérifier I’égalité

j U - di = ghux, (vt = Hmﬁ.m.
T
S
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On calcule

2 Z2(92—1) Tz
rotU(z,y, z) = % A 1 =| —z
2
b7 ryz 3
Une paramétrisation de S est
z x
MeS < y|=o(x,y) = Yy avec 0 < 22 + 92 = 2 < 1.
z 2?2 + y2

Le domaine de définition de ® est donc le disque unité dans le plan (xOy) qui peut étre décrit en coordonnées
polaires par

D= {(a:,y)eR2 ; ¢ =rcosf, y=rsinf, re[0,1]etd = [0,277[}.

Au chapitre 3, nous avons vu que le vecteur normal peut s’obtenir par la formule

1 0 —2x
NZifx/\fy:i OjAal 1l }=x]—-2y
2x 2y 1
. —2x
D’apres I’énoncé, il faut choisir N = + —2y
T(x +v%)
On compose V avec @ : Vo<I> (z,y) ( EI :g),g)
Le flux de V a travers S est donc
T[WCS JJV ndo = J Vo(I> (z y Nd:cdy

D

Jf =222 (2% + y%) + 2y(2® + ¢?) — M)dwdy
D

JJ 27"200526><r2+27'sin0><r2—r24> x rdrdf
027r
1 ) A 4 12
= f [—r5(0+¥)—2r cos@—%&] 7 dr
0 0

! 5 r6 1 T 7Ty
= —3mr drz—?nr[g] =—-5=| U-di
0 0 r
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Exercice A.1.8 du poly - questions 1, 2 et 3.
Soit V := {(x,y,2) € R3 22 + y? < 2 < 1} et S le bord du volume V. On oriente S vers I’extérieur de V.

Correction.
1.

2. Le bord S de V est constitué de deux surfaces : on écrit S = S U S5. Une paramétrisation de .S est

x
= ®y(z,y) = Yy avec0 <z
r? + y2

2

o MeS < +y°=2z<1.

INEENSI.

Le domaine de définition de ®; est donc le disque unité dans le plan (zOy) qui peut étre décrit en coordonnées
polaires par
D ={(z,y) € R?; z =rcosf, y=rsinb, re0,1]eth = [0, 2 [} .

rcosf
= ®y(r,0) = | rsinb avec (r,0) € [0,1] x [0, 27][.
1

. MeS, <

IS NSRS

3a) Le Flux total s’obtient par la relation de Chasles :

T[u)(s(‘?) = Fluxg, (V) + Flux, (V)< JJ? -ido = JJV -iido + ffﬁ -fido.
S S1 Sa

Tz

z

22
3

eLeFluxde V = ( ) a déja été calculé au chapitre 7, A.2.15 avec une orientation de 77 différente donc

Flixg, (V) = = (=5) = 5.

- - 0
e Sur Sy, on transforme 'intégrand V' - i :ona 7 = k = (0) d’ou
1

- 22 1
V-ﬁz—E=—§ (car z = 1 sur S2).
On calcule le jacobien
cos 6 —7rsinf 0
trntg=|sin@ | A [ rcos® |=[0]= ||t aty||=r
0 0 r
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On obtient biens(r le méme jacobien qu’au chapitre 4 pour le disque unité dans le plan z = 0.

Finalement,

1
T[u?cSZ(V)ZJJV-ﬁda: ” —;xrdrdez—;xf 27rrdr:—%><[m~2](1):_
S2 [0,1]x[0,27[ 0

2]

Le Flux total est donc

—

Fluxg(V) =5 — 5 =0.

3b) D’apres le théoréme de Gauss-Ostrogradski on doit avoir
,‘F[u?cs(\?) = JJJ divV (z,y, z) dedydz.
%

Or ici,

22
diV‘?(fﬂa Y, z) = 5%;] + %Z] + a[;?] =2—2=0= fff divV(z,y, z) dedydz = ffdewdydz =0.
1% %

D’ou I’égalité.
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Exercice A.2.1 du chap8 - question 2 /Exercice A.2.4 du chap7 - question 1

Chapitre 7. Exercice A.2.4 - question 1

1. On utilise une paramétrisation en coordonnées sphériques de >

T x = Rcosysinf
MlyleX < y = Rsinpsinf avec ¢ € [0,2m[ et B € [0, 7].
z z = Rcosf
sin 6§ cos @
Le vecteur normal dirig€ vers I’extérieur (voir note de coursl du chap7) est N = +Ty AT, = R%sinf | sinfsin ¢
cos
Rcospsinf
Dans ce systeme de coordonnées, le champ de vecteur V (x,y,0) s’écrit V = | Rsingsin€ |.Le flux de V'
0
a travers > est donc
Fluxs(V) = JJ V- Ndpd = JJ R3sin® 0 dpdf = R® x 27rf sin (1 — cos? 0)df
[0,27[x[0,7] [0,27[x[0,7]
3 G
= 27TR3[ —cosf + = ]0
B 8TR3
=5

Chapitre 8. Exercice A.2.1 - question 2

Puisque la surface X est fermée et orientée par le champ des normales extérieures, on peut retrouver ce résultat
grace au théoreme de Gauss-Ostrogradski

Flux (V) = fff div V(z,y, z) dedydz,
1%

ol V est la volume fini, délimité par ¥. Ici div V (z, y, z) = 2 donc

3 3
Flux (V) = ZJJJIdxdydz _ 9% Vol(V) = 2 x AT _ 8T
%

3 3

Le calcul du volume d’une boule de rayon R se démontre par un changement de variable en coordonnées
sphériques.
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