Cours MT22 - Chapitre 4

Exercice : A I’aide de la premiere formule de Fubini, déterminer le volume du tétra¢dre (a base triangulaire)
délimité par les demi-plans d’inéquations
z=20, y=20, 220 et x+y+z<1.

Correction. ¢ On commence par tracer en perspective le tétraedre : pour cela nous devons tracer ses 6 arétes.
Les inéquations définissent I’intérieur du tétraedre.

Les cas d’égalité vous donnent les équations des 4 faces du tétracre : x = 0,y =0,z =0etx +y + 2 = 1.
Une aréte correspondant a I’intersection de deux faces consécutives, on obtient les 6 arétes en étudiant toutes
les intersections possibles de 2 faces parmi les 4 :

x=0 =0 x=0 y=20 y=20 ot z=0
y=0" |z=0" |la+y+2z=1" |z=0" |lz+y+z=1 r+y+z=1
@ @ ® ® ® ®

Le systeme (1) définit I’axe (Oz)

Le systeme (2) définit I’axe (Oy)

Le systeme (3) définit la droite d’équation z = 1 — y dans le plan (yOz)

Le systeme (¥) définit I’axe (Ox)

Le systeme (5) définit la droite d’équation z = 1 — z dans le plan (zOz)

Le systeme () définit la droite d’équation y = 1 — x dans le plan (xOvy).

On obtient la figure suivante

o Le volume de ce solide, situé au-dessus du plan z = 0, s’obtient a I’aide de I’intégrale double

[ #6. dzay
D

ou D est la projection orthogonale du tétragdre sur le plan z = 0 et f(x,y) est le second membre de 1’équation
explicite de la face supérieure (mise sous la forme z = f(x,y)). De cette fagon, D correspondra au domaine
de définition de la fonction f ainsi obtenue (cf chapitre 1).

e Le domaine D : on cherche toutes les contraintes satisfaites par les couples (x,y) a partir des inéquations
définissant le tétracdre : On a
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et

Une figure dans le plan (xOy) permet de voir que le domaine D peut étre défini par
P{(z,y)eR*; 0<r<let0<y<1—za}.

e L’expression de f : on met sous forme explicite (cad en isolant z) I’équation de la face supérieur qui est
r+y+z2z=1=2=1—2—y.Donc

e e volume du solide est donc

Lju o — y)dady — Ll (

Il s’agit d’une pyramide a base triangulaire dont le volume est

Aire(2) X hmaz By x1 1

3 3 6
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Exercice : A I’aide de la seconde formule de Fubini, déterminer le volume du tétragdre (a base triangulaire)
délimité par les demi-plans d’inéquations
=20, y=0, 220 e x+y+z<1.

Correction. ¢ Le volume de ce solide est toujours donné par la formule

ga_x_y)dxdy.

e Le domaine D : Une figure dans le plan (zOy) permet de voir que le domaine D peut étre défini par
@{(m,y)eR2; 0<y<letO<z<1-y}

e Le volume du solide est donc

Lf(l —z —y)dxdy = Jol <

fy(l - x)dx) dy = Jl (1) - x;]l_ydy

0
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Remarque : ¢ Soit ABCD un parallélogramme dans le plan de repére orthonormé (O; i 4). Etant données les coor-
données des vecteurs AB (7;11) et AD (Zi), on a il ABCD) = |det <1;1 22> ‘ = |u1vs — viug| (cf MT23).
1 V2

preuve : e Soit ABC D un parallélogramme. L’ aire se calcule par la formule
AB x DH = AB x AD x sinf

ou H est le projeté orthogonal de D sur la droite (AB).

D/

. ) U
e Le déterminant det (v
1

U2 s . . .
) = u1v9 — v1ug se réécrit comme le produit scalaire suivant

V2

uy U2

det - (1) ().

V1 V2 v1 —u2
Le vecteur de coordonnées (}52> est perpendiculaire au vecteur AD car

(45) - () =0

—u2 V2

—
et ils ont méme longueur. Si on le représente 2 partir du point A, on obtient le vecteur AD’ ci-dessus. On a donc

det<zl :}‘2)=E’-ﬁ et ||AD|| = ||AD|.
1 2

¢ Un produit scalaire se développe de la fagon suivante

—
AB-AD' = AB x AD' x cosf = AB x AD x cos(5 —0) = AB x AD x sin.
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Exemple : Déterminer I’aire de la surface délimitée par une ellipse de rayons a sur (Ox) et b sur (Oy)
Dz{(x,y)e]RQ; %+%<1}-

Correction. Le domaine D est le suivant

S

L aire d’un domaine D est donné par la formule | Zire(D) = f 1dzdy|.

D
¢ On pose le changement de variable suivant (qui est une paramétrisation vue au chapitre 3)

(‘;) = &(r,0) = (“COS@ ) 7“) , avecre[0,1]etd e [0,2n] .

bsinf x r
. . . 2 . .
Remarque : la valeur 7 = 1 nous donne la paramétrisation du bord (I’ellipse 2—; + 2—2 = 1) et faire varier r de 0
a 1 nous permet de parcourir le domaine D du centre jusqu’au bord.

La nouveau domaine d’intégration pour les paramétres (r, #) est un rectangle A = [0, 1] x [0, 27[.
Ce qui simplifie la transformation de I’intégrale double en suite d’intégrale simple.

¢ On compose f avec P :
flr,y) =1 = fod(r,0) = f(arcosf,brsinf) =1

¢ Calcul du jacobien

Jo(r,0) = det a[araiose] 5[(”";9059] — det acosf —arsinf
pinm e 5[bras;n0] a[br;@ine] - e brsinf brcosf

) —abr cos? § — (—abr sin® 6)

=abr(cos?  + sin? §) = >0

On transforme I’intégrale double en (x, y) en une intégrale double en (r, 6)

1 27 1 o
Aire(D) = JJ 1dzdy = Jf 1 x abrdrdf = abf <J rd@) dr zabJ [r@]o dr
0 \Jo 0
D [0 [

1]x[0,27
1
=ab J 2mr dr
0

af'y ], = e

Remarque : lorsque a = b, on retrouve I’aire du disque de rayon a défini par D = {(z, y) € R? ; 22 +y? < a?}.

Aire(D) = m x a*
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Exercice. Calculer I = ff(:nQ +y?)dzdyou D = D;\Dy avecD; = {(m,y) eR?; 22 +y? <dety > O}
D
et D= {(z,y)eR?; 2? +(y—1)* <letz > 0}.

Correction. Le domaine D est le suivant

La relation de Chasles nous dit que

I= JJ($2 +yH)dxdy — JJ(I‘Q + y?)dzdy
Dy Dy

On doit effectuer deux changements de variable différents pour chacun des domaines D; et Ds.

Changement de variable pour D; :

x 2r cos 6
e On pose (y) = ®(r,0) = (2rsin9) , avecre[0,1]etfe[0,7].
e On compose f avec P :
flx,y) =2 +y> = fod(r,0) = f(2rcosb,2rsinh) = 4r? cos?  + 4r% sin” 0
= 4r%(cos®  + sin? §) = 4r?

e On utilise le résultat précédent pour obtenir le jacobien : Jy(r,8) = abr =2 x 2 x r = 4r
On transforme I’intégrale double en (x, y) en une intégrale double en (r, )

1 T 1
JJ(:C2 +y?) dady = Jf 4r? x 4Ar drdf = (J 1673 dr) X (J 1d¢9) = [47“4]0 X m=|4r
D1 [0,1] x [0,7] 0

0

Changement de variable pour D5 :

z\ _ r cos 6 rom
e On pose (y) = d(r,0) = (1 —i—rsin@) , avecre[0,1]etfe[-F,T].
e On compose f avec P :
flz,y) = 22+y? = fo O(r,0) = f(rcosh, 1+ rsind) =(r0059)2 + (1 +Tsin9)2
=r2cos?0 + 1 + 2rsinf + r?sin® 6
:1+r2(c0829+sin29)+2rsin9+ =1+7r>+2rsind

e On utilise le résultat précédent pour obtenir le jacobien : Jy(r,0) = abr =1 x 1 xr =7
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On transforme I’intégrale double en (x, y) en une intégrale double en (r, )

1 us

JJ(Q&Q + y?) dady = ff (14724 2rsinf) x rdrdf = J (J2 (r + 73 +2r¥sin 0)d0> dr
0 _z

Do 2

[0,1]x[0,7]

2 ™
_ f [+ %0 — 20 cos 0] * _ar
0

_
2

= Jl 7(r +r®)dr

0

2 4 1 B
=|=(5 + D), =G + D =[in

Résultat final : [ = 47 — %w.
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