Cours MT22 - Chapitre 3

IT - Equations paramétriques
Les courbes du plan et de ’espace
Exemple 1 : Les courbes représentatives de fonctions 6, = {M(z,y) € R?; y = g(z) et x € I}.

La paramétrisation de € est :

M(z,y) €6, < 3Ftel, <z>:<g(tt)>'

D’autres courbes peuvent étre définies par 1’équation explicite = g(y) comme ci-dessous a droite :
Y

La paramétrisation de € devient :

M(z,y) €6, & 3dtel, (;)
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Exemple 2 : Les cercles du plan € = {M(z,y) € R?; (z —a)?> + (y — b)? = R?}, avec R > 0 donné.

Ici, on utilisera toujours le systéme de coordonnées polaires pour paramétrer une courbe. Si on parcourt
la cercle entier, la paramétrisation est :

z\ [a+ Rcosf
M(z,y) €€ < 30¢€]|0,2n] <y>_<b—|—Rsin9>’

ou les coordonnées du centre (a,b) et le rayon sont des réels fixés.
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Les surfaces de l'espace (Ozyz)

Exemple 1 : Les graphes de fonctions de 2 variables S={M (z,y,2) € R3;z = g(z,y) et (z,y) € D}.

La paramétrisation de S est :
x

M(z,y,2)eS < 3F(u,v)eD, |y| = v
z

Le choix du domaine de définition D délimite la surface S. Sa détermination est tres importante. La
paramétrisation de S peut utiliser une paramétrisation de D

D = disque de rayon 1 et z = g(z,y) = x* +

Les parametres (u, v) doivent parcourir le disque unité, donc on pose
u = rcosf et v = rsinf pour obtenir :

x u = rcosf
M(z,y,2z) €S < 3(r,0) € [0,1]x[0,2n[, |y | = | v=rsind
z u? +v? =12

Exemple 2 : Les cylindres de révolution S = {M(z,y, z) € R3; 2% +y? = R?}, avec R > 0 donné.

On utilise le systeme de coorodonnées cylindriques (p, ¢, z) dans lequel le rayon des coordonnées
polaires de (z,y) est fixé p=R :

Rcosy
= | Rsingp
z

M(z,y,2) €S <  3F(p,z2)€]0,2n[xR,

IS NSRS

Exemple 3 : Les sphéres S = {M(z,y,2) € R3; 22 + y2 + 22 = R?}, avec R > 0 donné.
On utilise le systeme de coorodonnées sphériques (r,p,0) dans lequel la distance a l'origine r =

VaZ+y? + 22 est fixée r = R :

T Rcospsinf
M(z,y,2) €S <  F(p,0)€0,2n[x[0,7], |y ] = | Rsinpsiné
z Rcosf
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Exercice : Soit P un plan passant par A (yf: ) et engendré par 2 vecteurs (‘i(ai) et b(gz) non colinéaires.
ZA as 3

Déterminer les équations paramétriques de P.

Correction. La position de tout point M(x,y, z) dans ce plan se caractérise par le fait que les trois
vecteurs

—_— -
AM, @ et b sont coplanaires.

— =
Mec?Z < 3u,v)eR?, AM = ud + vb.

Les équations paramétriques sont

T T A+ uar + vby
Mly | =®(u,v) = | ya + uaz + vby et (u,v) € R2
z zZA + uas + vbg
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QUELQUES COURBES 3D DEFINIES PAR L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES.

Intersection des plans d’équations Py :z=0et Pa:2 =2z —y Intersection cylindre (S;)/paraboloide(Ss)
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QUELQUES COURBES 3D PARAMETREES.

Hélice paramétrée : ®(t) = (acost,asint, t) Droite paramétrée (AB) : ®(t) = (1 —t,t,§ — %)
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QUELQUES CONIQUES DU PLAN.

.’132 J— 1
T - Pellipse :

Une paramétrisation est

o(0) = (“C089>, 0 € [0, 27
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L’hyperbole d’axe (Oy) :

Une paramétrisation est
2
B(t) (j:a\/btt + 1)7 teR
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L’hyperbole d’axe (Ox) :
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L e
b Une paramétrisation est
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B(t) = <
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QUELQUES QUADRIQUES DE L’ESPACE.

L’ellipsoide :

Une paramétrisation est

T a cos ¢ sin @
y| =®(p,0) = [ bsingsiné |,
z ccosf

¢ €[0,2n[ et 6 € [0, 7]

Le cylindre elliptique d’axe (Oz) :

Une paramétrisation est

T acos ¢
y | =®(p,2) = | bsing |,
z z

pel0,2n[et zeR

L’hyperboloide elliptique & 1 nappe d’axe (0Oz) :

Une paramétrisation est

acos ¢ f;—kl

x
v =202 = | bsingy/2 +1
¥ z
pel02n[etzeR
ou
x ap cos
y| =2(p,¢)=| bpsing |,
z tey/p? —1
¢ €10,2m] et p € [1,400]
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