Cours MT22 - Chapitre 4

Exemple 1 : Calculer Jff(m, y) dzdy avec D = [0,1] x [0,2] et f(x,y) = 2% + y*.
D

Correction.
1/ r2 1 372 1 3 1
|| @ oy aody = | (j (a? +y2>dy) do= [ [ety+ %] do= [ 20+ e = |30+ ] = 3+
[0,1]x[0,2] 0 0 0 0
2 2 ([ 2 2 T 2 1 2 1 2 sS1' _ 2.8
JJ (x —i—y)dxdy:J (J(l‘ —i—y)da;)dy:f [g—i-yx] dyzf(S—i-%)dy—[g—i-yS]O:g—i-g
[0,11x[0,2] 0 0 0 0

Exemple 2 : Calculer fff(ac, y) dzdy avec D = [a,b] x [¢,d] et f(x,y) = g(z)k(y) ou g et k sont deux
D
applications définies et continues sur [a, b] et |c, d] respectivement.

Correction.
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Exemple : Soit D une partie quarrable de R? et f : (x,y) € D — 1. Montrons que ff ldzdy = A(D)
D

Correction. Le domaine D étant borné on a D < [a, b] x [c, d]. On définit la fonction f par

si (x,y) e D

¥(z,y) € [a,0] x [e,d], ﬂxﬂ):{é si («,y) ¢ D.

e XX (b—a)(d—c) 7
e Onétudie Sy = 3 > uij x “—%5—= ouu;; = inf { f(x,y) ; (z,y) € Ri;}.Ona

i=1j=1
.o 2 o 1 Sl(Z,j)EIXI
Wi e I = {y S
Ainsi 0 ) )
_ —a —C . _
SN: Z 1XT:.}41T€(DN).
(i.5)ely
. N (b—a)(d—c) 7
e On étudie Sf; = > X Ujj x Sz ouUj; = sup {f(x,y) ; (z,y) € Rij}. Ona
i=1j=1
Vi, j) € [1, N]?, Uy = 1 si(i,j)ely;
(2] ’ ) 1) 0 si (Z,j) ¢ IJJ\F/
Ainsi

(b—a)d—c) .
SX, = Z 1x Nz ,‘lere(D]"\',).
(id)ely

e Comme D est quarrable, on a

li v = lim 4ire(Dy) = Aire(D) = lim Qire(D}) = i *.
i, Sy = lim, Ain(Dy) = Aie(D) = Jiy AirdDy) = Jim S5
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Exemple : Soit D le disque unité et f : (x,y) € D +— cavec c € R.

Montrer que f est intégrable sur D. Que représente le nombre JJ f(z,y) dedy?

D

Correction. D est quarrable avec Zire( D) = . Soit | J  R;; un quadrillage contenant D.

=N

z= f(z,y) =c<0

e Pour ¢ < 0, on obtient

et

(i,5)e[1,N]?
¢ Supposons ¢ > (. Alors en reprenant I’exemple précédent, nous obtenons
Sy = Z ¢ x Aire(R;j) = ¢ x Aire( DY),
(i.g)ely
et Sy = Z ¢ x Aire(R;;) = ¢ x Aire(DY;).
(@-)ely
Onobtient lim Sy =c x (D) = lim S3.D’ol
N—o+00 N>+

ffcdxdy = ¢ X Zire(D) .
D

L’intégrale double correspond a la formule donnant le volume du cylindre
délimité par D et le graphe de f (le disque rouge).

Sy = Z ¢ x Aire(R;;) = ¢ x Aire(DY),

(i.g)ely
Sy = 2 ¢ x Zire(Ri;) = ¢ x Aire(D )
N 1) N/*
(ij)ely

Onobtient lim Sy =c x 4ire(D) = lim S3. Do

N—>+w

N—+oo

Jchxdy = ¢ x Zire(D) = —|c| x Aire(D) .
D

L’intégrale double correspond a 1’opposé du volume du cylindre délimité par D et le graphe de f (le disque

vert).
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