Exercice A.2.1. Opérateurs différentiels

Dans tout I’exercice on pose
Ay By JA
A=A | ,B=|B2|,(fA) = | fA
As B3 JAs

N B VA Biigs + Byfyit + By
AA=|AA, et (B-V)A=|B-VAy| = | B1%2 + By%2 + B3 %2
Ads B-VA)  \BEhy ok gk

0. AN(BAC)=(A-C)B—(A-B)C

ByC3 — B3Co Ay (B1Cy — BoCh) — A3(B3Cy — B1C3)
AN (B A C) =AAN | B3C; — B1C3 | = A3(BQC3 — Bgc'g) — Al(BlCQ — BQCl)
B1Cy — B2Cy A1 (B3C1 — B1C3) — A3(B2Cs — B3(h)

B1(A1C1 + AyCy + A3Ch) C1(A1B1 + A3By + A3Bs)
(A . C)B = BQ(AlCl + AyCo + A303) et (A . B)C = CQ(A1Bl + Ay By + Ang)
B3(A1C1 + AyCy + A3Ch) C3(A1B1 + AyBy + A3Bs)

Bi(AyCo + A3C3) — C1 (A2 By + A3Bs)
= (AC)B—(AB)C: BQ(A101+A303) —02(A1B1+A333) :A/\(B/\C)
Bg(A101 + AQCQ) — Cg(AlBl + AQBQ)

4. div(fVg— gV [f) = fAg—gAf
Ici il faut utiliser les questions 2. et 3. et la commutativité du produit scalaire

div(fVg— gV ) = div(fVg) - div(gV f) = (f div(Vg) + Vf - Vg) — (g div(Vf) + Vg - Vf)
= fdiv(Vg) — gdiv(V f) 5 fAg —gAf

6. div(AANB)=B-rotA— A-rotB

AQBg — AgBQ
- — AB A\Bs — AsB
AANB= (A331 = A133> S div(dn By = AdeBs = AsBo) | OWAsB = MiBy) | 0l By — 4B)

A,By — AsB; Oz y 9z
. 94, OBs | 0As 0B,
div(AANB)=|—=xB Ay x —2 —| =2 x By |— A3—=
V(AN B) =\ 5= X By |+ Ap x 5= —| = X By | — Az

DA, oB, [04, OBs
— x B A3 x — —| == x B3|— A; x —=
+ By X Dby |+ Az X oy By X Bs 1 oy
= 922 |92 o Bl-4
Ty X Bt A o o x B A x
By 837}3_83@2 A1 %—%
(&) (o) - (n) 2
) \B-gt) — \a) \ B

=B .-rotA— A -rotB

Frédérique Le Louér 1



7.divrot A =0 — vu en cours.

I —
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9. rot(AANB)=AdivB—-BdivA+ (B-V)A—(A-V)B
% AoB3 — A3Bo
I‘Ot(A VAN B) = @ A | A3By — A1 B3
5 A1By — Ay By
d(AlBZB AQBl) . 8(14331_14133)
)
— 8(142337.4332) _ 8(141325.4231)
0z oz
B(AgBlfAlBg) _ 8(A2337A332)
oxr oy
S B+ [ A B~ | (B B o x 4= [
= %ng—i— Agx%—%?xB —Agx%— 85;‘31 X Bgy +A1x% %xBl— Agx%
%XBl%-AgX%—%XBg —Alx%— 85;2><B —I—AgX%—%XBQ—AgX%
Al 832 + 833 + dBl Bl 8A2 4+ 8A3 + dA1
— AQ 833 + 831 + 883;/2 o 32 354;3 + 8A1 + 851112
A3 831 + BBQ + 833 B3 68.4; + 8A2 + 8A3
= A(div B) = B(div A)
B 8141 AQBTIZ,I — (A BBl — Bj aA1 — A 631 + B BAl
6A2 A @_ AI@_BI% _A 832 +B 6A2
By %—A %_ A2333 32% 333 + Bj 6A5
Etudions la derniére matrice :
BzaAl A % o aBl B aAl —A aBl +B dAl
B38A2 A BBQ o A BBQ B BAQ A BBQ —I—B BAQ
By 5A3 AI@ _ A2333 32% 8B3 + Bj 6A3
B 8A1 ‘|‘B 8A1 ‘|‘B 8A1 A1631 +A 88Bl —I—A 8B1
_ BaA2+BE)2+BaA2_A8B2+A82+A832
BdA3+BdX3+BdA3 Adan2—|—A2 +AdB3
—(BV)A (AV)B
2



10. V(A-B)=AArot B+ BArot A+ (B-V)A+ (A-V)B D’apres la question 1., on a

V(AB) = V(AlBl +A2B2+A3.Bg) = Bl(VAl)+A1(VBl)+BQ(VA2)+A2(VBQ)+B;3(VA3)+A3(VB3)

Ensuite on calcule,

Al %_8{9‘22 AaBl +A 831 +A 631
AANTot B+ (A-V)B= Ay | A |25 - 9Bs | 4 AaB2+A AaBz
A3 8£;2 _ 88721 A 8B3 —|—A2 8y5 +A 833
3 9B B SN (3 1,0 A
SYPHE Y SRR W SR DY aéf + 450
141(68,31 — %) —A2(8£3 — 8822) A 833 + A2 3 + Az BB;’
AQaBQ —|—A 635;3 + Alaanl
= | As 833 + 1A 8821 +A26873;/2 = A1 VB + A3V By + A3V Bsg

Al 8£1 A 832 +A 633

Par symétrie on a également (en échangeant les roles de A et B)

BArotA+ (B-V)A= B VA + ByVAy+ B3V A3

On ajoutant les quatres termes, on obtient bien 1’égalité escomptée.
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Exercice A.2.6. Potentiel scalaire
1. On considere le champ de vecteurs suivant

V:R* - R?
Tz
r3
M - V(M)= —3
r
1 22
roord

Les composantes du champs de vecteurs V admettent des dérivées partielles continues sur R3\{0} . Le
champ de vecteurs V dérive d’un potentiel scalaire ssi rot V' = 0. On calcule

Tz Y 3z2y Y 3y22
o = —5+ = -
= B 52 3 5 ) 73 5 )
rotVIM)= | 2 | x| —5 |=|_% 3% 2 32271 _3
%y rd 2 r3 + rd + 73 rd
92 L2 3yzr  3wyz
r rd 5 5

On en déduit que V dérive d’un potentiel scalaire f.
Maintenant, on détermine le champ scalaire f tel que V = V f. On commence par poser le systeme : On a

af xrz
%(x,y,z) = _Tig (1)
of Yz
aiy(l‘ayaz) = _Tig (2)
af 1 22
e - - _Z (3
Voo = -5 ©
Etape 1 : On integre (1) par rapport a la variable
Tz 1 2z 1 z
(4) f(ﬂ?,y7z):/—3dI:Z/— §d$:Z 1 —f—Cl(y,Z):*‘f'Cl(y,Z)
T 2(x2+y2+z2)2 (22 4+ y2 + 22)2 r

Etape 2 : On dérive (4) par rapport a la variable y et on identifie ’expression a (2)

of 1 2y oC, yz  0Cy
a LY = T<5 + ) =——+ - )
g 510 = ey e G ) = = )

On en déduit que
e

dy

On integre cette équation par rapport a la variable y et on trouve

Ci(y,2) = Ca(2)

(y,z) = 0.

A la fin de I’étape 2 on a

() f(@,y,2) =

z

(2 4+ y%2 + z2)%

+ Cg(z)

Etape 3 : On dérive (5) par rapport a la variable z et on identifie ’expression a (3)

af("“”y’@: TG - + 22 =2 - 5+ ()
i (z2 +y? + 2%)2 2 (2% +y2 + 2?) 0z T 0z

3
2
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On en déduit que
0Co
—(2) =0.
5, %)

On integre cette équation par rapport a la variable z et on trouve
Cy(z)=C, CeR

Conclusion : .
fz,y,2) = ;—i—C, CcR.

2. Ici, il faut comprendre que le champ V est de la forme

2xz¢(z)
VM) =] —2yz¢(2)

—(2? — y))6(2)
Si on veut que rot V = 0 alors ¢ est solution de I’équation différentielle homogene suivante
2¢(2) +2¢(2) = 0.

D’apres ce que vous avez vu en MT91, on résoud ’équation sur | — oo; 0[U]J0 + oo[ et vous savez que

o(z) = Cexp(/—idz) = Cexp(—2Ilnz) = z%’ CeR.

Pour la suite c’est pareil qu’au 1. On pose le systéme V = V f (en remlagant ¢ par son expression :

of T
%(J“)gh Z) - 20; (1)
of y
el = —20Y p
Ty = 20 @
af _ x2 _ y2
a(x7y7 Z) = —C 22 (3)
Etape 1 : On integre (1) par rapport a la variable =
1 x?
(4) f(x,y,z):CZ/Qxdx:Cz+C1(y,z)

Etape 2 : On dérive (4) par rapport a la variable y et on identifie ’expression a (2)

o 0G
@(x7yaz) - 8y (yaz)

On en déduit que
oCs

dy

On integre cette équation par rapport a la variable y et on trouve

y
Yot
(y,2) CZ

Y2
Ci(y,2) = ~CL +Ca(2)
A la fin de I’étape 2 on a

22— y?
(5) f(xvya z) =C > + 02('2)

Frédérique Le Louér 5



Etape 3 : On dérive (5) par rapport a la variable z et on identifie ’expression a (3)

af B 22 —y> 00,
&(%yaz)——c +E(Z)

22

On en déduit que
e
0z

On integre cette équation par rapport a la variable z et on trouve

(z) =0.

CQ(Z):K, CeR

Conclusion :
22 — 2
flz,y,z)=C +K, C,KeR.
z
x
r3
3. Plus précisément on a W = T,%
z
r3

=-14+0 cCcer

~—

On trouve W = V f avec f(z,y, 2
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