Chapitre 6. Exercice A.2.5
2. 7 ={(z,y); 2> +y* <1, z+y>1}

Le chemin vert orienté est paramétrable par

M<f’f> _ (0989) 0
Y sin 6

Le chemin bleu orienté est paramétrable par

WG = () o

La circulation de 22) le long du bord orienté T' de 2 est

/Wd:/ 2dx — 2°d

1
/ sin? @ x (—sin6)df — cos? 6 x (cos@)d@—l—/ (1—1)2 x 1dt —t? x (=1)dt
0

ol 3

[e=]

1
/ —sin® @ — cos® 6’)d9+/ (1 — 2t + 2t%)dt
0 0

29 -30 ™ 2t3
:[COSG—COS —sin9+sm }2+[t—t2+ }
0 3 Jo
1 1 2 2
=(-14+-)—(1—-= 1-1+—-—=|—=1.

La courbe I' étant parcourue dans le sens trigonométrique et sans point double, n peut retrouver ce résultat
avec le théoreme de Green-Riemann

1 5 1 1—x
/W-d[: // —2(x + y)dzdy = —2/ (/2(rc050+rsin0)rdr> d9+2/ (/ (:U+y)dy> dx
r 7 0o \Jo o \Jo
291—2
] dz
0

1 s 1 Y
= —2/0 r2[sin9—c039]02d7‘+2/0 [my-i-?
1 1 1 — 2)2
:—2/ 2r2+2/ <a:(1—a:)+($)>dx
0 0 2
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Chapitre 6. Exercice A.2.7 Circulation
1.

On paramétrise les trois cotés du triangle [AB], [BC] et [C'A] de la fagon suivante :

M(z,y,2) € [AB] & 3te[0,1], M=A+tAB,

o 3te[0,1], M=(1—-t)A+1B, (car AB = B — A)
z = (1-t)x3+tx0=3(1-1)

& Jte0,1],q y = 1—-t)x04+tx3=3t

z (1-t)x0+tx0=0 = dz=0

M(z,y,z) € [BC] <« 3tel0,1], M= (1—t)B+tC,

= 1-t)x0+tx0=0= dx=0
< Jtelo,1], = (1-t)x3+tx0=3(1-1)
= (1-t)x0+tx6=06t

M(z,y,z) € [CA] < 3Ftel0,1], M=(1-t)C+1tA,

xr = (1—t)x04+tx3=3t
< Jtel0l],q y = 1—-t)x04+tx0=0
z = (1—-t)x6+tx0=06(1—1)
To (V) = / <xydx+ mdz) —i—/(xyda:—i—xdz)—i—/ rydr +xdz
=~ —_— ~—
~~ =0 ~ — ~~ =
AB - cA 0
1 1
:/ 9t(1—t)><(—3dt)+/ 3t x (—6dt)
0 0
—[ 275 + 9t Qt}o— Bk
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Intersection cylindre (S;)/paraboloide(Ss)

Z-AXIS

La paramétrisation de cette courbe est obtenue a la question 2 de I’exercice A.2.7 du chapitre 3. Nous avions
trouvé

r = cost
y = +/2sinf avec 0 € [0,27] .
z = cos’f+2sin?0 =1+sin’6
1
Avec V = | x |, on obtient
1

2T
T (V) = /0 1(—sin ) df + (cos 0) (V2 cos B) df + 1(2 cos 0 sin ) df

27
= / [—sine—i—ﬁ%—i—%:os@sinﬁ] do
0

sin(26)
4

= [cos@-l—\/i

22T

27
+ \/59 + sin? 9}
2 0

2T
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hat

La courbe % est la réunion des quatres courbes suivantes

T T Rcos6

Mlylelh < y|=|Rsin0], 0:0~m,
z z h1
T T —R

My ely < y) 0 , t:ihy— hy,
z z t

x T Rcosf
Mly]lels <« y|=|Rsinf |, 0:71m—0.
2 z ha
x x R
M ylely < y]l=10], ¢t: ho — hi.
z z t
On obtient
To(V) = — / ydr + zdy + xdz — / ydr + zdy + xdz — / ydr + zdy + xzdz — / ydz + zdy + xdz
I Iy I's Ty
™ hg 0 hl
= / [R2 sin?@ — h1 R cos 0} do + Rdt + / [R2 sin? @ — hyR cos 9] df — Rdt
0 h1 s ha
™ ha
:R(hg—hl)/ cos@ df + 2 Rdt =|2R(he — hy) |.
0 h1
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Chapitre 6. Exercice A.2.10 Calcul d’aire, Green-Riemann

2
On considere le domaine de R? suivant : D = {(3:, y) € R? | % +942<1,0<y< x} .

Dans cet exercice on vous demande calculer l'aire de D a 'aide d’une intégrale double puis de retrouver ce
résultat a I'aide d’une intégrale curviligne sur le bord de D en utilisant le théoreme de Green-Riemann.

1. Calcul de l’aire de D
Pour calculer cette aire on peut soit utiliser le théoréeme de Fubini, soit utiliser un changement de variable
a l'aide des coordonnées polaires.

Choix 1 : Fubini On réécrit le domaine D de la facon suivante

Dz{(x,y)GWIOSyS\/g,nyS\@ 1—y2}

3

Az‘re(D)Z//Dd:cdy:/o2 </y\/§ 1_y2d53>dy:/o?(ﬁ\/ﬁ—y)dy:ﬁ/oégﬂdy_[?J;}

:\/g/3 cos2(9al0—§
0 8

_\/§[2+siz20}§_3 T3

V3

2
0

(On a effectué le changement de variable y = sin §)
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Choix 2 : Fubini On réécrit le domaine D de la facon suivante

3 3 2
D:{(x,y)eR2|0§x§‘g,ogygx}u{(x,y)elkﬂ\ggxg\/iogyg 1—‘2}.

. V3 T V3 \/1*% 2 V3 2
Aire(D) = / </ dy) dx +/ / dy | dz = / xdx —i—/ 1 — —dx
0 0 v\ Jo 0 3 3

D’ou

(V)
W
Bl

Choix 3 : Changement de variable On pose x = V3rcosh et y=rsinb .
2
-%+y2§1:0§r§1;

e 0<y<z=0<sinh <+3cosh . Vous résolvez cette inéquation sur le cercle trigonométrique.

On trouve 0 € [O ; g} .

e Il faut calculer le jacobien de ce changement de variable : J(r,6) = 7v/3 > 0 . Finalement,

Aiw@)zﬁ(/ogde) </01rdr>=\/§x§x; ”\Gf

2. Application de Green-Riemann Le bord I' de D est fermé et sans point double. Si on parcourt I'
dans le sens direct (i.e sens inverse des aiguilles d’une montre) on a

// < - Z(%y)) drdy = /FP(x,y)d:c+ Q(z,y)dy .

On rappelle que Aire(D) = / / 1 X dzdy . Pour exprimer l'aire de D en fonction d’une intégrale curviligne,
D
il suffit de trouver deux fonctions de deux variables P et () continiment différentiable telles que

0Q or,
V(:z:,y) € D7 %(xvy) - aiy(]%y) =1.

Il y a une infinité de choix possibles :
o P(x,y) =0et Q(z,y) = z;

e P(z,y) = —y et Q(x,y) = 0;

o P(x,y) = —§ et Q(z,y) = § , etc...

Paramétrons le bord I' dans le sens direct :

r=1 ) x = +3cosb ] x
1){y:0 ,t:0—=3, 2){y:sin0 ,0:0—- 7%, 3){
Utilisons le premier choix :

V3 3 0 in201= 2
Az’re(D):/ tXOdt+/3\/§cos20d9+/ txldt:\/§[€+sm 9]3+[L}
0 0 3 2 0
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Chapitre 6. Exercice A.2.6
1. Le champ de vecteur V(P(az, y), Q(z,y)) dérive d’un potentiel scalaire si V(z,y) € R?, on

0Q oP

%(xay) - %(x7y) =0.

Or, pour V(y2,x2), on a
oQ oP
o - =% —2
5 (oY) 3y (z,y) =2z — 2y,

donc V ne dérive pas d’un potentiel scalaire.
2. Une paramétrisation d’un cercle du plan s’écrit

(x,y) €€ <« <5yﬂ> = <Zi§2101:99> avec 0 € 0,27 .

On doit déterminer (a,b, R) de sorte que la circulation de V(yQ, 2?) soit nulle le long de .
On a

27
/ V.dl = / y2dx + x*dy = / (b+ Rsinf)? x (—Rsin6)df + (a + Rcosh)? x (Rcosb)df
¢ € 0
2T
= / [ — b’Rsinf — 2bR?*sin? 0 — R3sin® 0 + a?R cos @ + aR? cos® 0 + R cos® 0} df
0
in 260 30
- [b23c059 — bR? <9 - sz ) iy (—0089+ CO; )

i in3 21
+ a?’Rsin 0 + aR? (9_|_ 8111229> +R3 (sin& B Sn; 6’) ]0

=|R%*(a—b)|.

On en déduit que

Frédérique Le Louér 7



