Chapitre 8. Exercice A.2.1

Comparaison par le th. de Stokes-Ampere de Chap 7. Ex A.2.7 Q4/Chap 6. Ex A.2.7 Q3

?1: Soit £ := {(x,y,z) € R®); x> +y?> = R%eth) < z < hpety > 0}. On a calculé la circulation de
V(—y, —z,—x) lelong du bord ¢ de X a l'exercice A.2.7 Q3 du chapitre 6 et on a trouvé

/ V.df = 2R(hy — ).
3
On a aussi calculé le flux de rot V a travers X a I'exercice A.2.7 du chapitre 7 et on a trouvé
Fluxy (rot V) = // rot V-ndo = 2R(hy — hy).
z

Cela se justifie par le choix du champ des normales unitaires 7i ayant une seconde composante positive
(cad dirigé dans le sens positif de ’axe (Oy)) qui est cohérent avec 'orientation de la courbe ¢ choisie au
chapitre 6 selon la régle de la main droite.
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Chapitre 8. Exercice A.2.1
Application du th. de Gauss-Ostrogradski Chap 7. Ex A.2.2 Q2/Chap 5. Ex A.2.1

1. A 'exercice A.2.2 du chapitre 7, on a trouvé que le flux de V= (Jc2 +1, yz,zz) a travers le bord de V est
égale a

Fluxs(V) = // V. iido = -1
S
sachant que le champ des normales unitaires est dirigé vers l'intérieur du volume.

Or, dans le théoréme de Gauss-Ostrogradski, le champ des normales unitaires doit étre dirigé vers I'extérieur
du volume. Par conséquent on doit trouver

Fluxs(V) = — //V divV dxdydy.

On peut utiliser les calculs des coordonnées du centre de gravité pour calculer 'intégrale triple : On
divV(x,y,z) =2(x +y+z) = // divV dxdydy = // 2(x +y+z)dxdydy
1% 1%

=2 (// x dxdydy + // ydxdydy + // zdxdydy)
12 12 12
1

1 3 1
=2 x Vol(V) x (xg + 6 +26) =2 % 5 x (2+4+4) 1
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Comparaison par le th. de Stokes-Ampere de Chap 7. Ex A.2.4 Q2/Chap 6. Ex A.2.7 Q2

Chap 7. Ex A.2.4 Q2. On consideére la surface & = {(x,y,z) € R®; z = 22 + y? et x> + % <1}
On utilise une paramétrisation en coordonnées cylindriques

X X = pcos @
Mly|lex & y = 2psing avec ¢ € [0,27t[etp € [0,1].
z z = p?(cos? ¢ + 2sin? @) = p?(1 + sin? @)

On calcule le champ des normales N = T, A T"q, réalisant un angla aigu avec l’axe (Oz) :

cos ¢ —psin @ —2+/20%cos ¢
T, = V/2sin [ , Ty = \/Qp cos ¢ = N = —4p2 sin ¢
20(1 + sin? ¢) 20% sin @ cos @ 0v2

Lo . Lo 2\/211
0-N=pv2 = Fluxz(V):// - Ndpdg =27 [ \q — V2|
[0,27[x[0,1] 2 lo

Chap 6. Ex A.2.7 Q2. Le bord de X est la courbe ¢ étudiée a la question 2 du A.2.7 du chapitre 6. On avait

trouvé
/ V.dt = nva2.
¢

D’aprés la regle de la main droite, l’orientation du champ des normales uniraires”vers le haut” est cohérente
avec l'orientation de la courbe ¢ dans le sens croissant du parametre. D’ot1 1’égalité des résultats d’apres
le théoreme de Stokes-Ampere.
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Application du th. de Gauss-Ostrogradski au Chap 5. Ex A.2.6 .
Considérer plutot V = {(x,y,z) e R y?> +22 <4, y>0,z>0,x+y > 2, x+2y < 6} et U(zx,zy,1).
Calculer le Flux de U a travers le bord S de V de deux fagons différentes avec le champ des normales

unitaires dirigées vers l'extérieur de V.
z

e On peut utiliser / / div V(x,y,z) dxdydz
Jy
9[1]

9zy]
X ay 0z

d[zx]

divV(x,y,z): 5 + + =z+z4+0=2z

- _ 2%
//deV(x,y,z)dxdydz—2///1}zdxdydz—2>< 3= 3"

e On calcule le Flux de V a travers le bord de V composé des 5 faces suivantes : S = ¥y UX, UX3U Dy U D;.
Il'y a 3 faces sur lesquelles on applique la transformation d’intégrales de surface du chapitre 7 :

Y2+ z2 =4, x+y=2, x+2y=6,
2 y>0,z>0 Yo y=>0,z>0, 2o y>0,z2>0,

x+y>2,x+2y<6 Y +2z2<4,x+2y<6 Y +z2<4,x+y>2
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Il'y a 2 faces sur lesquelles on est en dimension 2, donc le chapitre 4 s’applique directement :

y=0, z=0,
Dy:q x+y>2,2z2>0, Dy:q x+y>2,y>0,
P +z22<4,x+2y<6 V422 <4, x4+2y<6

x x
MeXi < 30,x)eD, |y] = |2cosb
z 2sin6

Domaine de définition de (6, z) : on utilise la paramétrisation dans les inégalités

Flux de V a travers ¥ :

A ={(6,x) € R%2cos6 >0, 2sinf >0, x +2cosb > 2, x +4cosb < 6}
M= {(6,x) eR*%0€[0,%],2—2cosf < x <6—4cosb}.

Calcul du vecteur normal :

0 1 0
fo=|—2sinf | ,fp=[0] = N=T Aty = | —2cosf
—2cos 6 0 —2sin6

Un vecteur normal a X et dirigé vers 'extérieur de V doit étre dirigé ”vers le haut” donc la 3eme compo-

sante doit étre positive : on choisi
0
—N = [ 2cos#
2sin6

2xsin6 0
V-(—N) = [4cosfsinf | - | 2cosd | = 8cos?fsinf + 2sinb.

1 2sinf

T[ule(V) = // V. ido) = / (8 cos? 0sin 0 + 2sin 0)d0dx
A

z 6—4cos 6
:/ </ (8 cos?fsinf + 2 sin G)dx) dae
0 2

—2cos

=/7 (8(4—2cosb) cos?fsinf + 2(4 — 2 cosh) sin ) do
0

30 LI V)
:[<—32C0; +4.cos49>+(—8c059+2c0329)} :%—4+8—2: %
0

Flux de V a travers X, : sur ce plan x + y = 2, on choisit les parametres (v, z) :

X 2—y
MeXy& 3yz)eb, |y|l=| v
Z Z

Domaine de définition de (y, z) : on utilise la paramétrisation dans les inégalités

A ={(y,z2) ER}y>0,2>0, 2—y) +2y+ <6, y* +22 <4}
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Or(2—y)+2y+ <6< 2+y <6<y <4quiest une condition inutile car y < 2.

N ={(y,z) € ]R2;y >0,z>0, y2+zz <4} = {(y: rcosf,z =rsinf); r € [0,2], 6 € [0,%]}, et ] =abr =r.

-1 0 1
f,=(1),t=(0]=N=fAt,=1
0 1 0

Un vecteur normal a ¥, et dirigé vers l'extérieur de V doit étre dirigé selon les “x négatif” donc la lere
composante doit étre négative : on choisi
-1
-N = (1)
0

22-y)\ [~
V- (=N) = ( zly ) . (0) =—z(2—y) —zy = —2z.

:/Og (/02(—2rsir19)dr> d6
- (/fsin@d@) x (/(;2—2r2dr>

: [ 28 [ 1
=[—cosf]} x [_r} 6
3 1o

Calcul du vecteur normal :

3

Flux de V a travers I3 : sur ce plan x + 2y = 6, on choisit les parametres (v, z) :

X 6—2y
MEZ@@ El(y,Z) EAg, y = y
z z

Domaine de définition de (y, z) : on utilise la paramétrisation dans les inégalités

A ={(y,2) €eREy >0,2>0, (6-2y)+y+ >2, y* +22 <4}
Or (6 —2y)+y+ >2< 6—y >2 <y < 4quiest une condition inutile car y < 2.

Ay ={(y,z) € ]R2;y >0,z>0, y2+z2 <4} = {(y: rcosf,z =rsinf); r € [0,2], 6 € [0,%]}, et ] =abr =r.

-2 0 1
f,=(1),=(0)]=N=fAt,=|2
0 1 0

Un vecteur normal a X et dirigé vers l'extérieur de V doit étre dirigé selon les ”x positif” donc la lere
composante doit étre positive : on choisi
1
+N =2
0
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Flux de V a travers D; C (xOz) : on doit calculer explicitement V - i

0
Un vecteur normal unitaire L (xOz) et dirigé vers l'extérieur est i = (1) . Comme y = 0, on obtient

0
zX 0
Vii=10]|-]1-1]=0.
1 0

Fluxp, (V) = @

D’ou

Imm

Flux de V a travers D, C (xOy) : on doit calculer explicitement V - /i

0
Un vecteur normal unitaire L (xOy) et dirigé vers 'extérieur est 7i = ( 0 ) . Comme z = 0, on obtient
-1

0 0
Vii=(0]-| 0] =-1L
1 -1
Pou 2x2 4x2
— X X
,‘F[w(Dz(V)zﬂire(Dg):—<< 5 >+< 5 )) :—(2+4):
Conclusion :
~ _, - . . . 38 16 52
Fluxs (V) = Fluxs, (V) + Fluxs, (V) + Fluas, (V) + Fluxp, (V) + Fluxp, (V) = 33 +16 -6 = 3
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Chapitre 8. Exercice A.2.1 - question 5

5. On considere ¥ := {(x,y,z) € R® ; 1+ /x2+y?2 = zetz < 3,x > 0} Il s’agit d'un demi-cone de
sommet (0,0,1)

1+y/22+y2=2z & 224+yP=(z—1)%etz>1

Le bord de X est composé de trois morceaux paramétrables comme suit :

x x=0
M(y)el“lc—z)ﬁ & {yt avect:0— —2

z z=1-—t
x x = 2cosf -
M|y el, =AB & y = 2sin6 avec@:—§—>5
z z=3
X x=0
M|y ergzﬁ < y=t avect:2—0
z z=1+4t
La circulation de V((z — 1)2,x,v) le long du bord % de X est
., 0
T (V) :/ = —dt) +/ (—2sin6df) + (2C089)2d9+/ tdt
s 2
2

[8cose+20+sin29f§ n [tz}z —[2r—4)

—
|_|
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On peut retrouver ce résultat avec le théoreme de Stokes-Ampere en calculant le flux de rot V a travers &
orientée par les normales intérieures d’apres la régle de la main droite.
Une paramétrisation de X est

X x=(z—1)cosf
Mlyl e <« y=(z—1)sinf aveczec [1,3], 0€[-F, 7]
z z =z
Dans ce systéme de coordonnées on a
1
rotV = 2(z—1)
1

Les vecteurs normaux sont donnés par la formule N = +Ty A T, = ol

—(z—1)sinf cosf (z—1)cosb
Ty = ((Zl)cosG), T, = (sin@) = N:I:((zl)sin@)
0 1 —(z—1)

Les normales intérieures ont une troisieme composante positive. L'intégrand est donc

rot V. (—Ty AT,) = —((z —1)cosf+2(z—1)*sind — (z — 1))

Fluxs(rotV) = — //[ ) ((z —1)cosf +2(z —1)*sinf — (z — 1))dzd9
13]x[-%.5

[SE]

3 3 3 z
= / (z—l)dzx/ c059d9+/ 2(2—1)zalz></2 sin@d@—/ (z—1)dz x * 146
1 -z 1 . 1

[ e - S [st]” S50,

T
2

o]

(S B}
(B}
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Chapitre 7. Exercice A.2.1 Question 4

Il s’agit plus précisément de la surface définie par
S: X4y =22 et ¥+1P-2x<0

11 faut calculer l'aire de S.

1. On commence par paramétrer la surface S. Il s’agit d'un cone lui méme composé de deux demi-cones
symétriques 1'un de I'autre par rapport au plan d’équation z = 0. Plus précisément S = S; U 5, ot

Si: z=+/x2+1y2 avec (x —1)*+y* <1
Sy: z=—/x2+y? avec (x —1)* +y* <1

Des paramétrisations de S; et Sy peuvent étre

x X
MeS < |y]=di(xvy) = y avec (x,y) € D,

x X
MeS, < |y| =3y = y avec (x,y) € D,
z N

ouD := {(x,y) € R?; (x —1)?> +y?> < 1} est le disque de centre (1,0) et de rayon 1.
2.On a alors

//Sf(x,y,z)da = //Slf(x,y,z) da+//52f(x,y,z) do

= [ fo@rx it AT lldxdy+ [[ foa(xy)f AT, | dxdy

On calcule les deux jacobiens pour chaque morceau :

1 0 RV .
— — — — — 2
PourS;: f=| O |, ! =LA = | - Tng ;»||txAty||:\/x;ny2+JﬂW2+1=ﬁ
VA e 1
1 0 ——
X2+2
Pour S;: fy = 0 1 = b AE, = v = ||[EAE|| = L +1=V2
X _ ¥ 7 _ y X y \/ﬁ X Y x2+y2 x2+y2
Vit Vit 1

Les résultats sont identiques pour cause de symétrie.

3. Pour le calcul d’aire, on prend f(x,y,z) = 1.

Aire(S) = //s ldo = //D V2dxdy + //D V2dxdy = 2\@//D 1dxdy = 2v/2 x aire(D) = 271v/2.
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