Chapitre 5. Exercice A.2.1-question 1 Application de la formule de dérivation
(g0 f)(z) = f(z) x g'(f(2)).

e go f(z) =In|tan 5| sur | — 7, w[\{0}.
On pose Vt € R*, g(t) =In|t|, puis Vo €] — 7, 7|, f(x) = tan$

F(w) = 5 tan'(2)
;i 08B xcosf — (—sinf) x sinf 1
tan'(9) = cos? 0 ~ cos26)’

Finalement,

1 1 1 1

(g0 f) (@) = f'(a) x ¢'(f(x)) = 2 cos? & % tan § - 2cosisinZ  sinz

e go f(x) = cos?(3sin(4x)) sur R.
On pose Vt € R, g(t) = cos’t et Vo € R, f(z) = 3sin(4xz).

g'(t) = —2sintcost = —sin(2t) et f'(z) = 12 cos(4x).
On obtient

(go f)(z) = f'(z) x ¢'(f(x)) = 12 cos(4x) x (—sin(6sin(4x)) = —12 cos(4x) sin(6 sin(4x)).
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Chapitre 5. Exercice hors poly
On définit les trois fonctions f1, fo et f3 sur R par

2?In|z| siz#0 ztsin(2) sixzx#£0 ST o g oL ()

fl(x):{o =0 f2($):{0 Y sir=0 f3(x):{1$ siz=0

On admet que ces trois fonctions sont continues car il s’agit de prolongements par continuité. Pour
chacune des fonctions ci-dessus :
1. Calculer f’(z) pour x # 0 et f'(0).

2. Justifier que f est de classe € sur R.
3. Calculer f”(z) pour x # 0.
. Est-ce que f(0) existe ?

I

5. Est-ce que f est de classe €27

Correction.
Etude de la fonction fi

1.Vz € R*, fi(z) =2zIn|z|+2? x L =2zIn|z| +z et f{(0) :iim %:51(0) :iii%:rln\x] =0.

—0
2. Par somme/produit/composition de fonctions usuelles, la fonction dérivée f] est continue sur R*.

Ena=0,0na lirr%) f1(z) = 0= f{(0) donc fi est aussi continue en 0 donc sur R. On dit que f; est de
T—

classe €1 sur R.

3.Vz eR*, f{'(z) =2In|z|+22z x 2 +1=2In|z| +3.

Cette expression est définie et continue sur R*. On peut dire que f; est de classe €2 sur R*
4. On étudie la limite du taux d’accroissement pour la fonction dérivée f :

file) = £i(0) _2zlnje|+a
xr

=2Injz|+1 — —oc.
z—0 z—0

La limite n’existe pas donc f{'(0) n’existe pas. On ne peut pas étudier la continuité de f{ en a = 0.
La fonction f; n’est pas de classe €2 sur R.

Etude de la fonction fo

1. Vo € R, fi(x) =4a3sin(2) + 2* x (=) cos(1) = 423 sin(2) — 2% cos(1)
10) — Ti f2@)=f200) s 3 o1y
et f5(0) = ilg(l] = il_r)r%):v sin(4) = 0.
2. Par somme/produit/composition de fonctions usuelles, la fonction dérivée f5 est continue sur R*.
Ena=0,0n a lir% f5(x) = 0= f5(0) donc f} est aussi continue en 0 donc sur R. On dit que fo est de
z—

classe €1 sur R.

3.Vz € R*, fi(z) =122?sin(L) — 6z cos(2) — sin(2).
Cette expression est définie et continue sur R*. On peut dire que f5 est de classe €2 sur R*
4. On étudie la limite du taux d’accroissement pour la fonction dérivée f5 :

fy(x) = £5(0)  4a®sin(g) — a* cos(3)
z—0 N x

1
T

= 42?5 — 1y —o.
x“sin(=) gl:cos(m)gc_>0

La limite existe donc f5(0) = 0.

5. Comme sin(2) n’admet pas de limite en 0, la fonction dérivée f5(z) n’admet pas de limite en 0 donc
n’est pas continue en 0. La fonction fy est deux fois dérivable sur R mais n’est pas de classe €2 sur R.
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x—sinx

Etude de la fonction f3| On démontre (sans DL) tout d’abord que hII(l] =t = %.

D’apreés la régle de composition de limite, on peut remplacer x par 2z et on a

. x—sinx . 2x —sin(2z
{=1lim ———— |= lim A
x—0 :L‘3 x—0 (21‘)3
g . xr—coszsinx . . .
Or, 2z ;”Tfﬂ == C(f‘ﬂsmx donc |40 = lim ——————— | On étudie la différence
(2z) z z—0 3
. sinx(l —cosx . sinx 1—coszx 1
4€—€:hm¥:hm X 3 =—=/f(=-
z—0 3 0 T x 2 6

1.Vz € R*, fé(x) — xcosxz—sinx _ cosxz—1 4 :c—s;nx et fé((]) — lim %53(0) — lim smxct T _ w0 =0.

B z z z—0 - z—0
2. Par somme/produit/composition de fonctions usuelles, la fonction dérivée fj est continue sur R*.

cosx — 1 cosx — 1 1 sinx —x
= XxXxr — =—x0=0 et 72—>0.
x x z—0 2 x z—0

Ena=0,o0na lir% f5(z) = 0= f4(0) donc f} est aussi continue en 0 donc sur R. On dit que f3 est de
r—r

classe €' sur R.

3. Vz € R, ( ) _ Sigq; _ 2(xcosx:p3 sinz) sinx . 2(coz;r 1) + 2(sir;g§ x)

Cette expression est définie et continue sur R*. On eut dire que f3 est de classe €2 sur R*
1Y p q

4. On étudie la limite du taux d’accroissement pour la fonction dérivée f5 :

f3(z) — f5(0)  cosx—1 x—sinz 11 1

2 1'3 z—=0 2 6 3 '

z—0 T

1

g.

5. On calcule lim 14 (z) = ilgb (— — sinz 2(“’;;“1) + (Smx x)> =—-1—(-1)+2x (—7) = _% —
4(0). La fonctlon 14 est aussi continue en 0 donc sur R. On dit que f3 est de classe €2 sur R.

La limite existe donc f5(0) = —
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