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Exemples d’applications

Rechercher un meilleur itinéraire (le plus court, le
moins long, le plus beau, le plus intéressant, le plus
sdr) : GPS, sites internet, etc.

Quand remplacer sa voiture en fonction du prix de
revente (qui diminue d’année en année) et des frais
d’entretient (qui augmente d’année en année) ?

Comment optimiser ses placements financiers en
fonction des rendements des différentes possibilités ?

Trouver la suite d’actions pour réussir un jeu solitaire
déterministe de stratéegie.



Applications

Sous-probleme de nombreux problemes
d’optimisation.
Applications dans les transports:

« Tournees de vehicules;
« Deétermination du trajet le plus rapide ou le plus court.

Théorie des jeux.

Applications dans les réseaux télecom.
etc. (g. aln ﬂta'/ capact b’)



Problemes de chemins optimaux

\ G
o Gl
G:(x,um Kmeh

o X={Xgs X1s X9y-- 1, X1} etv:U->R
pt'wxcs

Longueur d’un chemin : nombre d’arcs du chemin
Valeur d’'un chemin : somme des valuations du chemin

Un chemin de x; a x, est de valeur minimale si sa
valeur est plus petite (inférieure ou egale) que celle de
tout autre chemin allant de x; a x,.
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Problemes de chemins optimaux

Trois types de problemes:

Etant donne deux sommets x; et x,, trouver un chemin
de valeur minimale (s’il existe);

Etant donne un sommet x,, trouver les chemins de
valeurs minimales (s’ils existent) allant de x, a tout
autre sommet x;;

Trouver un chemin de valeur minimale (s'’ils existent)
entre tout couple de sommets.



Trouver un chemin de valeur minimale entre les sommets 1 et 2.
Existe-t-il un chemin de valeur minimale entre 1 et 7 ?



Propriétés



Propriéetés des chemins minimaux

Tout sous-chemin d'un chemin de valeur minimale est
un chemin de valeur minimale.
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Proprietés des chemins minimaux

Supposons qu'il existe un chemin de x, a x;. S'll existe
un circuit de valeur négative passant par x;, alors il
n'existe pas de chemin de valeur minimale de x, a X;.

= Il est nécessaire gu'il n’existe pas de circuit de
valeur négative passant par x; pour qu’il existe un
chemin de valeur minimale de X, a X
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Proprietés des chemins minimaux

En supposant gu’il existe au moins un chemin allant de
X, @ X; quelque soit i (X, est une racine de G), si G est
sans circuit de valeur strictement négative, alors il
existe un chemin de valeur minimale de X, a tout autre
sommet Xi.

—=Une condition suffisante pour que, pour tout i, Il
existe un chemin de valeur minimale allant de x, a X;
est gue le graphe G soit sans circuit de valeur
strictement negative (ces circuits sont dit absorbants).

10



St Ge&r/.\wcinmi-damamu,miaahv& alovo

de bout cﬂa/wu}v\,/u.dzdoax‘;)mwwmmcwé?p’m+m/;'d¢zozx.;
(Cemme cb'@mu})

CCC\\.Q/M/J.) et i Qua 'U(/x')s“’(/‘)

bouwo Bs cncuifc Qu ont 68 Sliminds do bonn
(/mv\b do fo’o.QwA,qm/vwﬂl awPamb\e,) / i M

bm PWk dme  otnamdie o aechache  don homume 2 valor mumimale
o 0 omemble dis Fomuno dlmenbasieo

oA omemble  dos  Chomune  dlimomtania albnt e A G four fommet xi e,a‘:gwu,
]meea'o\lalmomquia &Lp&w]xﬁbzwﬂem-



Proprietés des chemins minimaux

Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour
tout i, Il existe un chemin de valeur minimale allant de

X, @ X; est que le graphe G soit sans circuit de valeur

strictement negative (ces circuits sont dit absorbants).
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Proprietés des chemins minimaux

Soit G un graphe sans circuit de valeur strictement
négative et A; des valeurs de chemins entre x, et tout
sommet X;.

Une condition necessaire et suffisante pour que

{A; 1 0 <i<n-1} soit 'ensemble des valeurs des
chemins minimaux issus de x, est que :

1) Ay =0;
2) Ay <A tv;, pour tout arc

La condition est nécessaire : si elle n’est pas verifiée, il existe un
A; qui ne pas étre la valeur d’'un chemin optimale de x, a X;.

La condition est suffisante : si elle est vérifiee, Vi, il ne peut pasy

avoir un chemin [z,= X,, Z4, Z,,..., Z,= X;] de valeur A", avec A", <A, .
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Proprietés des chemins minimaux
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Algorithmes de cheminements

Chercher un chemin de valuation minimale de X, a tout sommet X; :
Algorithme de FORD :
« Valide avec des valuations guelconque
* O(nm)
« Algorithme a correction d'étiquettes

Algorithme de DIJKSTRA :
* Valide uniquement avec des valuations positives ou nulles
« O(n?
« Algorithme a fixation d’étiquette

Algorithme de BELLMAN :

« Valide avec des valuations quelconque mais uniquement s’il
n’'existe pas de circuit

© O(m)
« Algorithme a fixation d’étiquettes
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Algorithme de FORD

A[0] «-0; P[0] «-0;
pour i«-1 an-1 faire { A[i] <« «o; P[i] « -1; }

faire { , | y L
modification<faux; AT = vl J s Romi o d“%: o
pour i«-0 a n-1 faire { PLA = pbioma e 2ok O b min T8

si (P[i]#-1) alors {
pour chaque successeurs Xx; de X; faire {
si (A[]> Afi]+vy) alors {
P[i] <i; // x; est atteint a partir de x;
modification «vrai;
Al <= A+
}
}
}
}

} tant que (modification=vrai)
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Algorithme de FORD

ﬁ\ dti) = }

} tant que (modification=vrai)

A=0

A[0] «-0; P[0] «-0;
pour i«<-1 a n-1 faire { A[i] « oo; P[i] « -1; }
faire {
modification«faux;
pour i«-0 a n-1 faire {
si (P[i]#-1) alors {
our tout x;,eU*(x) faire {
st (A[]> Afi]+vy) alors {
P[j] «<i;
modification <vrai;
Al < A+,
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Algorithme de FORD : preuve

Théoreme : si le graphe est sans circuit absorbant,

I'algorithme calcule les valeurs des chemins minimaux.

Démonstration de I'algorithme par recurrence :

- On appelle A, la valeur minimale d’un chemin de x, & x;
empruntant au plus k arcs.

Invariant:

A la fin de la k®itération, si P[i]=-1, A[i] est la valeur
d’un chemin de x, a x; telle que A[i] < 1.

Propuels’ que elm voie & @& gm do choque ireldion &
qd?ewnnt & oban b calidibd de Q'a.QSO\LV\M\ﬂ
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Algorithme de FORD : complexite

L’'invariant est vrai alafin de la n-1éme jtération :

A la fin de la n-1¢™e jtération, A[i] est la valeur d’un
chemin de x, a x; telle que A[i] <" Y. Donc A[i] est la
valeur d’'un chemin de valeur minimale.
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On peut continuer l'algorithme apres l'itération n-1. Si
les valeurs changent encore, cela indique la presence

d’un circuit absorbant.



Algorithme de FORD modifié

A[0] «-0; P[0] «-0; Nb iterations «-0;
pour i«-1 a n-1 faire { A[i] « oo; P[i] « -1; }
faire {

modification<«faux; Nb iterations «- Nb iterations+1;

pour i«-0 a n-1 faire {

si (P[i]#-1) alors {
pour chagque successeurs j de i faire {
si (A[]> Afi]+vy) alors {

P[j] «-i; modification «vrai;

Al < Ai]+v;;

}

} tant que (modification=vrai et Nb iterations<n)
si (Nb iterations=n) alors écrire(« circuit absorbant ») ;
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