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Recherche en profondeur d’abord dans un graphe

L’algorithme ci-dessous permet de déterminer avec une faible complexité les descendants d’un
sommet ig. Initialement n(i) est le nombre de successeurs de i. On initialise également p(i)=0
pour i différent de ig et p(ig)=io.

Au cours de I’exploration, on associe a chaque sommet i, un nombre p(i) € [0,n] et on dit que le
sommet i est atteint quand p(i) est strictement positif (p(i) est alors le sommet ayant permis
d’atteindre le sommet i) et que le sommet i est non atteint si p(i) est nul.

Un sommet atteint se trouvera, par convention, dans 1’un des deux états suivants : ouvert, quand
n(i) est strictement positif, fermé quand n(i) est nul.

Algorithme :

Début
Pour i =1 a n faire {les sommets sont numérotés de 1 a n.}
Début
p(i) := 0;
n(i) := d*(i);
Fin
p(io) :=io;
i :=1p;
Tant que (n(ig) + ABS(i-ig)) > 0 faire /*ABS(x) est la valeur absolue de x */
Début
Si n(i) différent de 0 alors {le sommet i est ouvert}
Début
Sélectionner parmi les successeurs de i le sommet j venant en position n(i)
n(i) := n(i)-1; —
Si p(j)=0 alors {le sommet j est non atteint}
Début
p() :=i; {le sommet j devient atteint}
i:=j;
Fin
Fin
sinon {le sommet i est fermé car on a examiné tous ses successeurs}
i:=p(i)
Fin
Fin

Premicere partie: étude de I’algorithme

Question 1 : On admettra provisoirement que la restriction de la fonction p a X-ip-{i/p(1)=0}
définit une arborescence partielle de racine ip @ tout instant de I’algorithme. Si p(i) est différent
de 0, p(i) est le pere de i. Rappelons qu’une telle fonction pere définit une arborescence si le
graphe associé a sa restriction est connexe.

On demande de faire tourner 1’algorithme sur le graphe ci-dessous en tragant autant
d’arborescences obtenues en cours d’algorithme que d’exécutions de la boucle tant que avec les
conventions suivantes :

- initialement, 1I’arborescence est réduite a sa racine ip = 1;

- quand on sélectionne un sommet j avec p(j)=0, on ajoute l’arc "plein" (i) a
I’arborescence;

- quand on ferme le sommet i, on met en pointillé ou en rouge I’arc (p(i),1).
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Question 2 : Expliquer intuitivement ce que I'on fait dans la boucle Tant Que. Interpréter le test :
(n(ig) + ABS(i-ip)) > 0.

Question 3

A quoi correspondent dans la boucle Tant que les cas n(i) différent de 0 et n(i) égal 0 ?

Question 4

Combien de fois exécute-t-on la boucle Tant que pour l'exemple ci-dessus ? Combien de fois au
pire dans le cas général ? Pour le démontrer on distinguera les cas n(i) différent de 0 et n(i) = 0.

Deuxiéme partie : preuve de ’algorithme.

Question 1: Montrer qu’en cours d’algorithme on construit une arborescence de racine i,.

Question 2: Montrer que la restriction de cette arborescence aux arcs pleins est une
arborescence, réduite a un chemin, dont i est le sommet pendant (cette arborescence est dite
arborescence courante) et iy le sommet initial.

Question 3:  Montrer que tout sommet atteint est descendant de ig.
Question 4: A quelle condition un sommet est-il retiré de 1’arborescence courante ?
Question 5:  Que devient I’arborescence courante a la fin de ’algorithme ?

Question 6:  Montrer en utilisant le fait que les n(i) décroissent en restant positifs ou nuls, et
que ’algorithme ne se bloque jamais en distinguant les cas i=i et i#iy. Déduire que 1'algorithme
se termine.

Question 7:  Montrer que tout sommet descendant de i est atteint a la fin de 1’algorithme.
Question 8 :  Montrer que 1’algorithme détermine les descendants de 1.

Troisiéme partie : complexité de I’algorithme

Question 1:  Quel codage du graphe proposez-vous?
Question 2:  Evaluer la complexité globale de 1’algorithme en justifiant votre réponse.

Quatriéme partie: extensions.

On a donc démontré que cet algorithme permet de déterminer les descendants d’un sommet 1.

Quelle méthode proposez-vous pour déterminer les composantes connexes d’un graphe? Ecrire
un tel algorithme utilisant comme sous-programme [’algorithme précédent. Evaluer sa
complexité.
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J 8/ e Z Deuxiéme partie : preuve de I’algorithme.

Question 1: Montrer qu’en cours d’algorithme on construit une arborescence de racine i,.

Question 2: Montrer que la restriction de cette arborescence aux arcs pleins est une
arborescence, réduite a un chemin, dont i1 est le sommet pendant (cette arborescence est dite
arborescence courante) et ip le sommet initial.

Question 3:  Montrer que tout sommet atteint est descendant de io.
- 'Question 4: A quelle condition un sommet est-il retiré de 1’arborescence courante ?
Question 5:  Que devient I’arborescence courante a la fin de 1’algorithme ?

Question 6:  Montrer en utilisant le fait que les n(i) décroissent en restant positifs ou nuls, @€
que I’algorithme ne se bloque jamais en distinguant les cas i=iy et i#l. Déduire que 1'algorithme
se termine.

Question 7:  Montrer que tout sommet descendant de ig est atteint a la fin de ’algorithme.
Question 8 :  Montrer que 1’algorithme détermine les descendants de ig.

(uesfiond : Ou deand capte propréte (C.2ol. ou goustru

=TTl (ol b ) Py Oy
Utx g lorR3CeHn & A tealn €O or%ﬂ/m /.QV‘ ,69\ /Obléjf\’ ﬁb/‘( Cﬂ)
Buy Couve e ﬂz@m@%w pur | recunitace | gun & dtouBre

@///7{%//9.%_'0:4} 0(( K& 50&&% 75;74/(@&@,

Ch oot & K=o Yo /N/m'a#f cﬂjﬂ yrsle Cos

K(Q vEort Scem o et petu 5 As. vecdme (o \

Set p&P'ﬂé la. ropn €4 yrare 2 lo Lo, S Lo (C€ime

e Vdais i .
L/téfm/ﬁOu @7i /ﬂ/\ﬂt‘/ﬂfp‘fﬁ f’/x« ele  pesty W9/e o Lo 2
o b peer Y Coadion. Lors 0/ teroixon Je
So /T @L/ﬂc‘?ﬂ?ﬂ /@(//@72 /”/M%-szﬂ, &7 Gbuc
Lo /,drw/ﬂe\\t( ast V—E)iTow/ﬁ V%QM/ Soch /9// ot
Mool be' et eu  me¥r2 fﬁv@ = g&d'gﬂf
Yo Dullogwuy Ol L Gou QM. Doix e s
Ol VQ'OQAH’/& 0 lora Q(‘Z S Qrsznéomga@u@ Coov ety CQ?M“
O{QM VA mov veldo  gvlore Legucs

o offeb lo foucFon pove Obfod e ovb0R2 G olt
rocime ks O (9 WP(/{ d@%m( pr Q@@l,f) l\hitp? e Conlngxe
@Mg,ﬁ’h@‘« 27 On  parsomw i b Wl (nawmbie ﬁ-u pout @M;/:qu (L

ﬂ& Sercke o oot @YLf‘” P "Z/f’“"e oy JIHE  Un e S
{/Emhemrﬁar @Mm Chewtin (o fa,' oloyuerart Vé_(&«r} un Clewin




eestipe 2 Toal Sowwat™ sbdedat of  glows Llaybovescoute por
GOMét()tMu\‘f il i U d,.nw,(?\/\ GQQ_&} Z(&I/%NSQQMLZ dl}/uIE Qp_wa{wl @(put

Toul St st ot ditodat o o

@RQS—‘F\\OM (ﬁ Uu 304{41/1/%7[ est vetye' ol /,/?/40/@%1/@

N B s e S

4
ConvauTe A -YL@:(Q < Succeodeun L ol e/f/ M/af &%véwwé.

ChaFion & /A % A /g{(pmm PETIE

T T \
(el et  fedut & L yeeine (.

Qﬁ(@ or b ' I_\Mﬁ@ZQ/WM?L he = Q/fﬁ.r). # QAQ/M
/%Cv/of/!)\@u Ay L bosth  Jeal fa& Sort Ou Shuudnac
rand 4 Do MC} e Jommel CouraqT™ fré’(aw/
/’40\190/ 40/\"/‘ O Wp[(t (et {hylose Sconce. Ok
20 m me A /)@“7 ({L(QMO/ M@'):op Qe qZzzﬂ“ @l /pq/
”Z‘OW) lo,  Qemmets 9o Lo /MQM ou  Sost- ole
LA %Ouﬁ’/gxﬁ WW( Qe @f/\ e O&/d(ubL ?M€
U o ntbpe e ~wroaim @ﬁﬂ? Ul UOrSIC %m‘
O//fﬁﬁﬁ/bwﬁ

Quesfon F  Ou dwmeaTers [o /W/v@\é par
llabsard + v 3 ypts qus & % ol &%«/W
10 eriste l QowmmeT 3\’ 0{19@%91%5&’9& é“o/ ga‘r 'y
()@’) (P_Iﬁr/ o Hefuyt - '/)cu‘&{ud aoﬁ un oL cemd ont de
b 0 epste wn cgmin u U (o @A, @a“pumw

loy Qoww_b ol M p@fti*ﬁ O 1o et WpTon S
Lo L Yo oloroter Cpumpat Sdfoinf @({LM o f L 9.




dalteyyonr g C olaq Yo (ore %ZKW\O)

//w @—47@/”@%@ oty

c97‘?z7€€/¢,

mri % @éﬂ%m@m Gous lo
ﬁém /4//7/ ey’ QZWWQJ 504%7
K@ ﬁmmﬁ é /&V cccfa@f/woﬂ/ fowyp 4

Jullegoeuss ﬁé é“ Gertgien? Ol oo W@/
at el un A é?a/ng( o e afry’ &cfﬂf

B

(e /QA{/ Mrene @ Yns oy T ved oo,

AN A AN Q% IR/ /{/M/%/M
(M 7%0/19 @ Q&/MM/Q CQ/}K/ZF//&//Q %O&/VL

A outvad— €7 [ /1C0 /IS S e ¢
/ / 07 @Q%/M/%( Lrov  Youd L2
o0 ridonts ol Lo




Troisiéme partie : complexité de 1’algorithme

Question 1:  Quel codage du graphe proposez-vous?
Question 2:  Evaluer la complexité globale de 1’algorithme en justifiant votre réponse.
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Début

Pour i =1 a n faire {les sommets sont numérotés de 1 a n.}
O n\  Début
p(i) := 0;
n(i) := d*(i);
= Fin
p(io) :=/i[); 0 U/)
i:=ip;
—_— Tant que (n(ig) + ABS(i-ig)) > 0 faire /*ABS(x) est la valeur absolue de x */

Cﬁﬂ-;ae Sewmmet e\"(’f-c'.h"[‘ Début
Qeve. @X.D.w/'ﬂ/ @ xaclomend” Si n(i) différent de 0 alors {le sommet i est ouvert}

. Début
(a/ 1&; {_Qﬁg 1'n 4%/ Py Sélectionner parmi les successeurs de i le sompmet j venant en position n(i)
/ / n(i) = n(i)-1; O(‘ ]
— a/ Si p(j)=0 alors {le sommet j est non atteint} v
2 Copler (G o b Début
qucﬁe 7301* KHul p(j) :=i; {le sommet j devient atteint}

i=j;

) @Kf@h? +¢)+ D/T})) Fin "

/'g_..a"Hé’ML singn {Ie(:omm\et i est fermé car on a examiné tous ses successeurs}
i:=p(i
(#e fn 0
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Quatriéme partie: extensions.

On a donc démontré que cet algorithme permet de déterminer les descendants d’un sommet 1.

Quelle méthode proposez-vous pour déterminer les composantes connexes d’un graphe? Ecrire
un tel algorithme utilisant comme sous-programme 1’algorithme précédent. Evaluer sa
complexité.
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