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Algorithmes de cheminements

Chercher un chemin de valuation minimale de X, a tout sommet X; :
Algorithme de FORD :
« Valide avec des valuations guelconque
* O(nm)
« Algorithme a correction d'étiquettes

Algorithme de DIJKSTRA :
* Valide uniquement avec des valuations positives ou nulles
« O(n?
« Algorithme a fixation d’étiquette

Algorithme de BELLMAN :

« Valide avec des valuations quelconque mais uniquement s’il
n’'existe pas de circuit

© O(m)
« Algorithme a fixation d’étiquettes
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Algorithme de DIJKSTRA

pour i«<-0 a n-1 faire {

Attention : valide K[i] <« oo; visité[i] « faux; w
uniquement si les ..
valuations sont >

tant que (nb_visités <n /

min « -1: %

pour i«-0 a n-1 faire {

si (Uisité[i]=faux)et (min=-1 ou A[i] < A[min] )
alors min < i; =
} > Seledion. du pammaks (nin) do. luo Pt ) pvmi cox Mo emae visited
visité[min] «vrai; Wese nb_visités +1;
pour j € U*(min) faire {
si (visité[j]=faux et A[J]> A[min]+v,;, ) alors {
AlJ] <= A[min]+v, 0 P[] <=min;

} _a,axmwmxmmcmm sumwlwbc,e\nmm.
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Algorithme de DIJKSTRA

valuations > O : 1l n’existe pas de circuit absorbant

Démonstration de la validité de I'algorithme par
recurrence :

Invariant:
A la fin de I'itération Kk,
1- Si x; € S (visite[i]=vrai) : A[1]= k\\
2- Six; ¢ S (visite[i]=faux) : A[iI]= Min, y-i~s MZ]+Vy,

emfaermeo. das WO\EW
de L gui sont o\n.da vises

\,QM O?Hma.QrL

Complexité : O(n?)
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: nt que (nb_visités < n){
%@ Ay KM\ o (min«-1;
\ o~ \&(M pour i«-0 a n-1 faire {
s O S O;O OM si (visité[i]=faux et (min=-1 ou A[i] < A[min] )
T ox o alors min « i;
M\
(\& 5 ™ visité[min] «—vrai; nb_visités<« nb_visites +1,

pour | € U+lsmin2 faire {
(\N\} : )) si (visite[j]]=faux et A[j]> A[min]+v,,, ) alors {
jf"{w(/ Ali] <= A[min]+v 0 P] <=min;
O L O }
e }

}
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Algorithme de BELLMAN

Attention : valide uniguement si le graphe est sans circuit

Numéroter les sommets du graphe;
A[0] «-0; P[0] «-O0;
pour j«<-1 a n-1 faire {
A[j] <—o0;
pour chaque prédécesseur i de j faire {
si (AJ]> AliJ+vy) alors {
A] <= Afi]+vg;
P[j] <i;




PL<]

Aled




Algorithme de Bellman

le graphe est sans circuit donc sans circuit absorbant
Démonstration de I'algorithme par recurrence :
Invariant:

A la fin de T'iteration |, A[j]= A%;.

Complexité : O(m)

25



woriamt: A b Gin o b f el Ad = AT
0( mvmml: et VoL Am)\a\emew\t )![o] 0. gu.p?os'mo emva/uwnk VAOL Q fo. g«m J.L ea. < > ,(,l-u aj’)m

c/l eJ.t(’/\a{‘IN a tous b medinems Xy € U(ng,) Aok ls que §/<3.

J

Donc pu hypothaie , Vze U°(y) , A= &

Comma 6 Romim  do voln omindrole  do %, & o m'ed Compsd qu di rouws - homina de
'\raflnun,anaQa.) @ckwm/,_ h % a X d wlun  Aminimole ek compose’  J um
chomin. do wolbus minimale de Xy G un ds Ao %€ U(%) & & 0o (o ).

f
Hinsc /\j L[ ’\’”" , @ qu caleh @ ng;wwu a £ idakon §.

=i e vl a)



Algorithme de BELLMAN Cgﬁggbexl'r‘é

Attention : valide uniguement si le graphe est sans circuit

Numéroter les sommets du graphe; )> O (rm)
M0] «0; P[0] «-0; ) o (1) @
pour j«-1 an-1 faire {
Al «; o (i )
pour chaque prédécesseur i de j faire {
si (AJ]> AliJ+vy) alors {
AJ] < k[i]+vi,j;
P[] «i;




Méthode matricielle

Col ewlor @/; volouns dos Pomime  do volum mummole  ovte  Youte pae de Aommils.

pour ieWre.{ \ O((\/&)
pourj«<lanf
Si (jeU*(i)) alors VY[i][j] «(v; $inon VO[i][j] < oo;

}

[ .
pou@re{
pour i«<-1 an faire {
pourWre{

VHiIT[] <= min(VEI[] , VEHKT+VEAK]L)
} T N S~
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pour i«<-1 an faire {
pour j«1 an faire {
si (jeU*(i)) alors VO[][i] < v
sinon VY[i][j] <« oo;

} .
} J

pour k<1 an faire { hf/
pour i«-1 a n faire { P\
pour j«1 an faire {

VL] <= min(VRI[] , VN KI+VEK]L)
} ——

0 O
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o O o O
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Méthode matricielle

L'absence de circuit absorbant permet de se limiter a
la recherche de chemins élémentaires de valeur
minimale.

Démonstration de I'algorithme par recurrence :

Invariant:
A la fin de Il'itération k, VX[j][j] est la valeur minimale
d’'un chemin élémentaire allant de i a | et ne passant
gue par les sommets {1, 2, ..., k}+{i, |}.

Complexité : O(n3)
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Autres problemes de cheminement

Chemins de valeur maximale: FORD et BELLMAN
sont valides en remplacant min par max, en initialisant
lesA a-oetiyaO.

Existence d’'un chemin entre i et j : méthode matricielle
ou puissance d’'une matrice d'adjacence (CF TD)

Dénombrement du nombre de chemins entre i et j.

Chemin de capacité maximale qui est la plus petite des
valuations du chemin. FORD et BELLMAN sont
utilisables en remplacant + par max et min par max et
en initialisant les A, a -1 et A, a o.
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Chemins de fiabilité maximale

Dans une région en proie a un conflit ou une
catastrophe naturelle, un convoi doit étre acheminé
d’'une ville s a une ville t.

Le réseau routier est donné par un graphe value:
* les sommets : 'ensemble des villes
* Les arcs : les trongcons de route
« La valuation d'un arc (i,j) est la probabilité de parcourir sans
dommage la route de i a|.
On souhaite déeterminer un itinéraire maximisant la
probabilite pour le convoi d’arriver sans dommage en t.

La valeur d’'un chemin = le produit des valuations de
ses arcs . adaptation des algorithmes ou prendre le log
des valuations.
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Le probleme du caboteur

Une compagnie maritime veut définir une ligne cotiere
desservant cycliqguement N ports.

On connait pour chaque voyage d’'un port X a un port y:
* le bénéfice b(x,y);

« la durée du trajet d(x,y).

La compagnie souhaite maximiser le bénefice par unité
de temps, égal pour un parcours P au bénéfice cumulé
en suivant P, divisé par la durée de P.

Le probleme consiste donc a trouver un cycle P
maximisant ce rapport.

La valeur du chemin est |la valeur moyenne ou
moyenne pondérée des chemins.
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