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Recherche des chemins de valeur minimale de x. vers tout sommet xi , i e { 0 , . . , n-t}
-

prompt: tout sous - chemin d'un chemin de valeur minimale est de valeur minimale .

prompt il est nécessaire et suffisant qu'il n' existe pas de circuit de valeur négative dans le graphe
pour qu' il existe un chemin de valeur minimale de xo à tout autre sommet sec , ieso , . . . , n- t} .

PIPI si { dit iesq.. .

, n
-t }} est un ensemble de valeurs de chemins

,
avec ki la valeur d'un chemin de xo à xi,

alors il est nécessaire et suffisant que do = 0 et Xxi, xj) e u dja dit vij pour que si = dit, fie × ,
il. di est la valeur d'un chemin de valeur minimale allant de xo à xi.
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Algorithmes de cheminements

Chercher un chemin de valuation minimale de x0 à tout sommet xi :
� Algorithme de FORD :

• Valide avec des valuations quelconque
• O(n m)
• Algorithme à correction d’étiquettes

� Algorithme de DIJKSTRA :
• Valide uniquement avec des valuations positives ou nulles
• O(n²)
• Algorithme à fixation d’étiquette

� Algorithme de BELLMAN :
• Valide avec des valuations quelconque mais uniquement s’il 

n’existe pas de circuit
• O(m)
• Algorithme à fixation d’étiquettes
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Algorithme de DIJKSTRA
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pour im0 à n-1 faire {
O[i] m f; visité[i] m faux; P[i] m -1; 

}
O[0] m0; P[0] m0; nb_visitésm0; 
tant que (nb_visités < n){ 

min m -1; 
pour im0 à n-1 faire {

si (visité[i]=faux et (min=-1 ou O[i] < O[min] ) 
alors min m i;

}
visité[min] mvrai;  nb_visitésm nb_visités +1;
pour j � U+(min) faire {

si (visité[j]=faux et O[j]> O[min]+vmin,j) alors {
O[j] m O[min]+vmin,j; P[j] mmin; 

}
}

}

Attention : valide 
uniquement si les 
valuations sont t 0-0€

rtTg mmm

→ sélection du sommet (min) de plus petit d parmi ceux non encore visités

-

→ ajustement du 7 des successeurs si meilleur chemin

trouvé à partir de min .

-

Par rapport à l' algorithme reporté dans le poly :{visitecit-vraigex.ie#
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Algorithme de DIJKSTRA

� valuations t 0 : il n’existe pas de circuit absorbant

� Démonstration de la validité de l’algorithme par 
récurrence :

Invariant:
A la fin de l’itération k, 
1- Si xi � S (visité[i]=vrai) : O[i]= O*i.
2- Si xi � S (visité[i]=faux) : O[i]= minz�U-(i)�S O[z]+vzi

� Complexité : O(n²)

¥
Valeur optimale

-

ensemble des prédécesseurs
de i qui sont déjà visités



Invariant : à la fin de l' itération k
,
si visitées = vrai alors Ici] = dit
si visité Li] = faux alors dfi] = min

zeuq.mg
AGI tvzi

L'invariant est vrai initialement : il n'
y a aucun sommet

visité et supposons l' invariant vrai à la fin de la keitération.
snvlmin) 0À la @+D' itération

,
soit min un sommet non visité de plus petit b : d[min] = mzrifg.kz] . + f

idfminJ-kzdtvzzmin-Parhypdhe.se,
d [min ] = min Hz] t Vzminü ¥ËËËÜËo« témoin] est donc la valeur d'un chemin de valeur minimale

①
qui n' utilise que des sommets e S +{ xi} »

Supposons que Knin]8Âmin : alors il existe un chemin-x-yu-x.gs avec vpu)- Émirs
tel qu'au moins un sommet ye de ce chemin ¥5 : 3- l c- fr , . . . , n} tel que et ye-④

*
A

snvlmin) Gr
,
Amin = v (µ) : v ( [go , . . _ , ye ]) to(Eye , . . . , gu -- xmin ]) 7 d[min].

f)
[min] = dlzét vzzminËÊÊËÆË "ses >↳ Ë¥Eim

÷
.

. . .
.

.

,y④
Ce qui contredit le fait que 1 [min] > gtxmin .

⑤→ : Après avoir exécuté dcmin]← vrai et ajuster les Hj ] , je Utlmin) IS,
Hye] xdlmin] on a fiefs 1ff = min

Jeu ng
Hz] tvz;
l



20

Algorithme de DIJKSTRA
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pour im0 à n-1 faire {
O[i] m f; visité[i] m faux; P[i] m -1; 

}
O[0] m0; P[0] m0; nb_visitésm0; 
tant que (nb_visités < n){ 

min m -1; 
pour im0 à n-1 faire {

si (visité[i]=faux et (min=-1 ou O[i] < O[min] ) 
alors min m i;

}
visité[min] mvrai;  nb_visitésm nb_visités +1;
pour j � U+(min) faire {

si (visité[j]=faux et O[j]> O[min]+vmin,j) alors {
O[j] m O[min]+vmin,j; P[j] mmin; 

}
}

}

Attention : valide 
uniquement si les 
valuations sont t 0aime÷:÷÷÷üËËàËïËËËËË
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Algorithme de BELLMAN

Attention : valide uniquement si le graphe est sans circuit

Numéroter les sommets du graphe;
O[0] m0; P[0] m0; 
pour jm1 à n-1 faire {

O[j] mf;
pour chaque prédécesseur i de j faire {

si (O[j]> O[i]+vij) alors {
O[j] m O[i]+vi,j; 
P[j] mi; 

}
}

}

x0

x1

x5
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x2 x4
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Algorithme de Bellman

� le graphe est sans circuit donc sans circuit absorbant

� Démonstration de l’algorithme par récurrence :
Invariant:

A la fin de l’itération j, O[j]= O*j.

� Complexité : O(m)



À la fin de la je itération dcj] = Hj .
L

'

invariant est vrai initialement : Ko) = 0. Supposons l'invariant vrai à la fin de la § - 1)
l
itération .

îÀ l'itération j ,
tous les prédécesseurs xi c- Vlxj) sont tels que zzcj .

Donc par hypothèse , ttxie U
-

lxj) , XD = ¥
.

Comme le chemin de valeur minimale de xo à xj n' est composé que de sous - chemins de

valeur minimale
,
le chemin µ de xo à xj de valeur minimale est composé d'un

chemin de valeur minimale de xo à un des sommets ai e Vfxj) et de l'arc (xi , xj) .

*

Ainsi tj = xminu.pt,ËÜ ,
ce que calcule l' algorithme à l' itération j .i
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Algorithme de BELLMAN

Attention : valide uniquement si le graphe est sans circuit

Numéroter les sommets du graphe;
O[0] m0; P[0] m0; 
pour jm1 à n-1 faire {

O[j] mf;
pour chaque prédécesseur i de j faire {

si (O[j]> O[i]+vij) alors {
O[j] m O[i]+vi,j; 
P[j] mi; 

}
}

}

x0

x1

x5

x3

x2 x4

4

2

1

1

-1

-5

2

1
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Méthode matricielle

pour im1 à n faire {
pour jm1 à n faire {

si (j�U+(i)) alors V0[i][j] m vij sinon V0[i][j] m f;
}

}
pour km1 à n faire {

pour im1 à n faire {
pour jm1 à n faire {

Vk[i][j] m min(Vk-1[i][j]  , Vk-1[i][k]+Vk-1[k][j])
}

}
}

Calculer les valeurs des chemins de valeur minimale entre toute paire de sommets .

ËÏÏ
nxotîôlû ans)
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pour im1 à n faire {
pour jm1 à n faire {

si (j�U+(i)) alors V0[i][j] m vij
sinon V0[i][j] m f;

}
}
pour km1 à n faire {

pour im1 à n faire {
pour jm1 à n faire {

Vk[i][j] m min(Vk-1[i][j]  , Vk-1[i][k]+Vk-1[k][j])
}

}
}

1 2 3 4
1 0 0 9 f

2 6 0 8 0
3 0 7 0 5
4 f 4 0 0

x1 x4

6

x3

x2
0

9
0

0
4

05
7 8

1 2 3 4
1 0 0 9 f

2 6 0 8 0
3 0 0 0 5
4 f 4 0 0

1 2 3 4
1 0 0 8 0
2 6 0 8 0
3 0 0 0 0
4 10 4 0 0

1 2 3 4
1 0 0 8 0
2 6 0 8 0
3 0 0 0 0
4 0 0 0 0

1 2 3 4
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
3 0 0 0 0
4 0 0 0 0

① Ill
⑧ - Texans

④ ④ ④ ④

•
•
°

•
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Méthode matricielle

� L’absence de circuit absorbant permet de se limiter à 
la recherche de chemins élémentaires de valeur 
minimale.

� Démonstration de l’algorithme par récurrence :
Invariant:

A la fin de l’itération k, Vk[j][j] est la valeur minimale 
d’un chemin élémentaire allant de i à j et ne passant 
que par les sommets {1, 2, …, k}+{i, j}.

� Complexité : O(n3)



- Invariant vrai initialement :
VOCIJCJ] # a seulement si (xi , xj ) E U

Grouppose l' invariant vrai à la
fin de la d-D' itération.

À la ke itération
,
on considère un cheminµ de valeur minimale de xi à xj

*

qui n' emprunte que des sommets dans { x. , _ . . , xr} u {xi, xj} et soit tg sa valeur .

- soitµ ne passe pas par xk, il
n' emprunte alors que des sommets c- { xo , . . . , xk- t} ufxiixj }

On a donc III = iii.* = M'àxis .

-
Soit µ passe par Xk : comme tout sous - chemin d'un chemin de valeur minimale
est de valeur minimale

,
alorsµ est constitué :

d'un sous- chemin de Xi à xp n'empruntant que des sommets dans { xo , . . ,xm} utxi , xk}•

de voleur dit * = V"ci] [k]k

•
d'un sous - chemin de xkà xi m' empruntant que des sommets dans fxo , . . . , xk.io {xj , xk}

de valeur diff * = v
"
[h][j]

avec d'Ig = VII + Ià! = vk.fi] [k ] + vk
- '

[à] [j]
ce que calcule

l' algorithme . ..
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Autres problèmes de cheminement

� Chemins de valeur maximale: FORD et BELLMAN 
sont valides en remplaçant min par max, en initialisant 
les Oi à -f et O0 à 0.

� Existence d’un chemin entre i et j : méthode matricielle 
ou puissance d’une matrice d’adjacence (CF TD)

� Dénombrement du nombre de chemins entre i et j.
� Chemin de capacité maximale qui est la plus petite des 

valuations du chemin. FORD et BELLMAN sont 
utilisables en remplaçant + par max et min par max et 
en initialisant les Oi à -1 et O0 à f.
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Chemins de fiabilité maximale

� Dans une région en proie à un conflit ou une 
catastrophe naturelle, un convoi doit être acheminé 
d’une ville s à une ville t. 

� Le réseau routier est donné par un graphe valué:
• les sommets : l’ensemble des villes
• Les arcs : les tronçons de route
• La valuation d’un arc (i,j) est la probabilité de parcourir sans 

dommage la route de i à j. 

� On souhaite déterminer un itinéraire maximisant la 
probabilité pour le convoi d’arriver sans dommage en t.

� La valeur d’un chemin = le produit des valuations de 
ses arcs : adaptation des algorithmes ou prendre le log 
des valuations. 
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Le problème du caboteur

� Une compagnie maritime veut définir une ligne côtière 
desservant cycliquement N ports. 

� On connaît pour chaque voyage d’un port x à un port y:
• le bénéfice b(x,y);
• la durée du trajet d(x,y). 

� La compagnie souhaite maximiser le bénéfice par unité 
de temps, égal pour un parcours P au bénéfice cumulé 
en suivant P, divisé par la durée de P. 

� Le problème consiste donc à trouver un cycle P 
maximisant ce rapport.

� La valeur du chemin est la valeur moyenne ou 
moyenne pondérée des chemins.


