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3.1.1 Un exemple : un probléme de lissage.

Exercices :
Exercice B.1.1

Si on se donne une famille de points du plan (#;, b;)1<i<m (les t; étant distincts deux
a deux) alors il existe un unique polyndéme P(t) de degré inférieur ou égal a m—1 tel que

P(t)=b;, i=1,...,m,

qui est le polynome d’interpolation des points (¢;, b;). Si le nombre de points m est trop
grand, ou si les ordonnées sont bruitées, on préfere en général chercher une fonction
f(#) qui, dans une classe donnée (polynomes, fractions rationnelles, polynomes trigo-
nométriques, exponentielles ...), approche “au mieux” les points (¢;, b;), on parle alors
d’approximation, de lissage ou bien de régression (voir la Figure 3.1.1).

Soit donc une famille de fonctions

fl(t),fz(t);-;fn(t); n= m,

linéairement indépendantes. Etant donné n nombres réels xi,x,,...,x, on peut intro-
duire le nombre E(x)

Ex) =Y [f(t) - bil?
i=1

Concepts

Exercices
Documents
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FIGURE 3.1.1 — un probleme de lissage

avec f() = X7 , xrfr(t). La quantité E(x) représente la somme des erreurs quadratiques
entre les valeurs données et celles prises par f aux points ¢;. Le probleme d’approxima-
tion se formule alors de la facon suivante :

Trouver x € R", tel que E(X) < E(x), VxeR".

Par exemple si I'on désire faire de la régression polynémiale, c’est-a-dire prendre pour
f(#) un polynéme de degré <n—1, on a

fi®=tY k=1,...n, f()=x1+X2t+...+x,8" "

L'écriture inhabituelle du polyndome avec x; comme coefficients permet de mettre en
évidence que les inconnues du probléme de moindres carrés sont ces coefficients.
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3.1.2 Formulation matricielle

Exercices : Cours :
Exercice B.1.2 Lissage

On suppose que l'on a a résoudre un systéme linéaire Ax = b (A € 4 ), avec un
second membre b non nul et on suppose que le nombre d’équations est supérieur stric-
tement au nombre d’'inconnues (m > n). Dans la plupart des cas, ce systéme n’a pas de
solution. On cherche alors une approximation de la solution qui réduise la différence
Ax—b. Un des choix possible est de minimiser la norme euclidienne de cette différence.
Dans tout ce chapitre, nous n’utiliserons que la norme euclidienne.

Définition 3.1.1. Soit A€ M,,,(R) et be R™ donnés. On appelle probléeme de moindres
carrés le probleme
min || Ax - bl3. (3.1.1)
xeR”

On notera X la solution de ce probleme. On montrera dans la suite qu’elle existe, et
qu’elle est unique sous ’hypothése fondamentale suivante :

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes. (3.1.2)

ou, de facon équivalente
rang(A) = n.
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Formulation

Un cas particulier est le cas m = n et A inversible, alors X est la solution unique de matricielle
Ax = b, mais ce n’est pas ce cas particulier qui nous intéresse dans ce chapitre.

Un autre exemple, pour le probleme de lissage, est introduit dans le paragraphe
référencé. Il n’est pas possible en général de faire passer une fonction f(r) dépendant
de n inconnues (par exemple un polynéme de degré n—1) par m points (m > n). Il n’existe
donc sans doute pas de x € R” qui annule les quantités

n
Xefi(ti)—b;, 1<i<m.
k=1
Cette expression s’écrit bien Ax— b ou
a,-j:fj(ti), l1<i=<zm, ISan,
et 'on a bien a minimiser
m n 2
E(x)=) | ) xfeltd) =bi| .
i=1 [ k=1
Cette fois-ci le minimum ne sera pas nul.
Concepts
Exercices
Documents
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3.1.3 Les équations normales

Exercices : Documents :
Exercice B.1.3 Document A.1.2

Nous ferons plus tard une résolution purement algébrique du probléme des moindres
carrés. Cependant nous allons en donner une approche analytique qui permet de voir
ce probléeme sous un angle différent. Tout d’abord, explicitons la fonction 4 minimiser.
On a

E(x)

IAx—bl5 = (Ax—b) T (Ax—b) = x" AT Ax— b" Ax— xT ATb+||bIl5
xTATAx—2(ATD) T x + b3

Le probleme de moindres carrés peut donc se reformuler en

%g](x) =x'Gx- Zth,

m
X€
ou G = AT A est symétrique et h = AT b est un vecteur donné. Concepts

Définition 3.1.2. On appelle fonction quadratique une fonction J :R" — R, de la forme

J(x) :xTGx—Zth, P
Exercices

N . ., . Documents
ot G est une matrice n x n symétrique et h est un vecteur donné de R".

8 > >
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Rappelons que si J: R — R, contintiment dérivable, admet un minimum X € R, alors

~ A . . o Les équations
J' (%) =0. De méme soit J : R" — R contintiment dérivable, alors

normales

JX) <Jx)VxeR"” = VJ(®) =0, (Vopérateur gradient).
Ici le calcul du gradient de J donne (voir le document référencé)
V](x)=2(Gx-h)

et la solution X du probleme de moindre carrés vérifie donc nécessairement
GX = h, soit
AT Az = ATD.
Ces relations sont appelées équations normales du probléme, ce sont des conditions

nécessaires pour que X soit minimum, on montre de plus que ces conditions sont suffi-
santes d’ou le théoréme.

Théoréme 3.1.1. Soit Ae M,,,(R) et beR"™ donnés, si l'on suppose que la matrice A

est de rang n, le probleme de moindres carrés m%{n | Ax — bll5, admet une solution unique
xeR”

X donnée par

i e pir
AT AX=A"Db. (3.1.3) e

Démonstration

Exercices
Documents
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3.2 Approche algébrique du probleme de moindres carrés

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4

Idée intuitive de I’approche algébrique . ........... .. 11
Espaces orthogonaux - Rappels . .. ... ... .......... 13
Problemes de projection . . . . ... ... ... ... ..... 16
Utilisation de I'orthonormalisation de Schmidt pour résoudre les
équationsnormales . . ... ... ... ... . ... . . ..., 18
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3.2.1 Idée intuitive de approche algébrique

Soit Im(A) = {y e R | 3xe R", y = Ax}. Alors le probléme de moindres carrés

min | Ax - bl3,
xeR"

signifie que I'on cherche dans I'image de A ’élément le plus “proche” de b. Il se formule
donc comme un probléme de projection orthogonale de b sur le sous-espace vectoriel
Im(A) (voir la Figure 3.2.2). Si on appelle X la solution de ce probleme, on s’attend donc
a ce que le résidu r = b— AX soit orthogonal a Im(A) (ceci sera évidemment revu dans la
suite de ce cours).

Quel est le lien avec les équations normales ? Pour le retrouver nous allons rappeler
quelques résultats sur les espaces euclidiens.

Concepts

Exercices
Documents
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Idée intuitive

de 'approche
algébrique
b
r
b
S=Im(A)
FIGURE 3.2.2 — projection de b sur Im (A)
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3.2.2 Espaces orthogonaux - Rappels

Exercices : Documents :
Exercice B.1.4 Document A.1.3
Exercice B.1.5

Définition 3.2.1. On rappelle la définition du produit scalaire usuel sur R" :

xyeR, (x,py=xTy=y"x.

Cette définition généralise le produit scalaire usuel que vous connaissez dans R? ou
RS

Définition 3.2.2. On rappelle que (x1,x»,...,x;) est une famillle orthonormée de k > 0
vecteurs de l'espace euclidien E si

lxillo=1, Vi=1,...,k, (xi,xj)=0, Vi,j=1,....k, et i # j.

Proposition 3.2.3. Soit (x1,x3,...,x) une famille de k > 0 vecteurs non-nuls et orthogo-
naux deux & deux,

x; #0, Vi=1,...,k, (xi,xj) =0, Vi,j=1,...,k, et i #].
Alors la famille (x1,xy,..., xy) est libre.

13 >p
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Démonstration - Soit (A1,...,A¢) € R* tel que Zle Aix; = 0. Alors on prend le produit
scalaire de cette somme avec le vecteur x; : on obtient par bilinéarité du produit sca-
laire : Zle}tl-<xl-,xj> = 0. Dans cette somme, tous les termes sont nuls sauf un, car les
vecteurs sont orthogonaux deux a deux. Il reste 1;(xj,x;) = Ajl|x;|5 = 0. Comme x; est
non-nul, A; est nul. On conclut que tous les 1; sont nuls et donc la famille est libre.

Ceci prouve le corollaire suivant :
Corollaire 3.2.1. Une famille orthonormée est libre.

Définition 3.2.4. Soit S un sous-espace vectoriel de R", on appelle orthogonal de S le
sous espace vectoriel de R" noté S* défini par :

xeSteVyes, (x,y)=0.
Proposition 3.2.5. Soit S un sous-espace vectoriel de R", S* I’ orthogonal de S alors

SNSt=1{0}, R"=S&S" .

Démonstration -
n
xeSNSt=(x,x)=0=> fo:0:>x:0.
i=1

Pour montrer la somme directe, on utilise 'orthonormalisation de Schmidt (voir le
document référencé) pour montrer que tout sous-espace vectoriel S admet une base or-
thogonale 2. On rappelle qu'une famille libre, par exemple 28, de E peut étre complétée

<< 14 > >
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par une famille € telle que 2 U %€ soit une base de E (théoreme de la base incompléte).
On continue alors le processus d’orthonormalisation de Schmidt sur € et on obtient
ainsi une base orthogonale de la forme % u %’'. Alors il est clair, par construction, que
%' engendre un sous espace vectoriel qui est S*.

Corollaire 3.2.2. Soit y € R" alors il existe un unique y€ S tel que
y—-ye st
le vecteur y étant appelé projection orthogonale (ou projeté orthogonal) de y sur S. Ce

projeté orthogonal y est caractérisé par

yeS et (¥,8)=(ys) VseS. 3.2.1)

Démonstration - D’apres le théoreme précédent, tout vecteur y s’écrit de manieére
unique sous la forme : y=y+z,0u e Set ze S*.

Proposition 3.2.6. Soit A€ My,
(ImA)* =Ker(AT).

Démonstration -

x € (ImA)L xTy=0, VyeIm(4),
xT(Az) =0, VzeR",
ATx)Tz=0,vzeR",

ATx=o0.

¢ ¢ ¢ ¢

Pour la démonstration du dernier point voir I'exercice B.1.4.

<<« 15
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3.2.3 Problemes de projection

Proposition 3.2.7. Etant donnés S un sous-espace vectoriel de E et y € E, le probléme

minllz-yl2
zZ€S

admet pour solution unique y € S projection orthogonale de y sur S.

Démonstration - Soit z un élément quelconque de S, alors
lz=9- (-3,
lz=F15+1y=715-2,¢z=7,y=,
lz= 715+ 1y - 7l5,

2
Iz =yl3

puisque (z—7) € S et (y—7) € St. Alors
lz=yl3>17-ylI53V2#7
ce qui montre que mingegllz—yll2 =117 - yll2.
Corollaire 3.2.3. Soit A€ M;,,(R) et be R™ donnés, le probleme :

trouver X € R" tel que
IAX-bll2 < |Ax-bl2 VxeR",

est équivalent a : trouver X € R" tel que :
AT Az = ATh.

16
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Démonstration -
On notera b la projection orthogonale de b sur ImA, on a donc par définition
beImA, b—be (ImA)t.
— On utilise la proposition précédente avec E =R",S=Im(A),y = b.
|AZ— bl < |Ax—bl; VxeR" © |AX—bl> < lz—bll, Vz€ImA & AX = b.
— Montrons que
Ax=bo AT Az = ATh.
I'implication de gauche a droite est évidente. montrons la réciproque :
ATAz=ATh & AT(AX-b) =0 & Ax—beKer(AT) = ImA)*

or belImA, donc AX—b e ImA, donc

~

AZ-beImAn(ImA)* > A—Db=0= A% =Db.

Ce qui termine de montrer ’équivalence.
— Montrons maintenant que

ATAz=ATh o AT Az = ATD.

Par définition de b, on a b—b e (ImA)+ = Ker(AT), donc AT (b—b) =0 donc ATb= ATD.
Ce qui termine de démontrer cette derniere équivalence.
On retrouve donc par un raisonnement faisant intervenir les projections que les
équations normales sont des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour le
probléme de minimisation.

<< 17
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3.2.4 Utilisation de 'orthonormalisation de Schmidt pour résoudre les
équations normales

Exercices :
Exercice B.1.7
Exercice B.1.6

ATaide de l'orthonormalisation de Schmidt, on calcule une base orthonormale {E;, E,, ...

de Im(A), on obtient (démontré en exercice)
A=ET, ou E=[E\E,...Ey],

E € My, est une matrice rectangulaire et T € .4, est une matrice triangulaire supé-
rieure inversible. Puisque les colonnes de E sont des vecteurs orthonormés, on a ETE = I,
montrer ce résultat en exercice.

On obtient ATA=TTETET=TTT, ATb=TTETb.

En reprenant les équations normales, on a donc :

ATAz=ATh o TTT2=T"E"b & T2 =E"b.
En effet la matrice T donc la matrice T7 est inversible, on peut donc simplifier la
deuxiéme équation, il n’était évidemment pas possible de simplifier la premiere équa-
tion par AT puisque la matrice A” n’est pas carrée donc pas inversible.

18 >p
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Il s’avere que le systéme Tx = ETb est mieux conditionné que celui donné par les
équations normales. Cependant 'orthonormalisation de Schmidt est tres sujette a I'ac-
cumulation des erreurs d’arrondi. C’est pourquoi on lui préfere une factorisation de A
du méme type, basée cette fois sur la transformation de Householder, qui fait I’objet du
paragraphe suivant.

<< 19
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3.3.1 La transformation de Householder

Dans l'espace euclidien R”, les transformations orthogonales (c’est a dire les ap-
plications linéaires représentées par des matrices orthogonales) conservent la norme
euclidienne |.|,. En effet si H est orthogonale on a H' = H! et donc

||Hx||§ = (Hx)THx =x"H Hx=x"x= ||x||§.

Le but de ce paragraphe est d’introduire une transformation orthogonale particuliére :
la transformation de Householder, qui est une symétrie plane.

Définition 3.3.1. On appelle transformation de Householder, une transformation dont
la matrice est de la forme
H=1-2 ny,

ouyeR" et |yl =1.
Il est clair que H est symétrique et on vérifie sans difficulté que H est orthogonale :
HH' =HH=U-2yyhHa-2yyh)y =1-2yy" —2yyT +4yyT = I.

Remarque 3.3.2. La transformation de Householder conserve donc la norme. Par d’ailleurs
ona:

Hy=y-2yy'y=-y
et si z est orthogonal & y alors
Hz=z—2nyz=z

21 > b
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. N )3 . “«. » . . \
ce qui montre que H correspond a une symétrie par rapport au “plan” perpendiculaire a L T Ly Py

Y- mation de
Théoréme 3.3.3. Soit x € R”, avec ||x|,=1et x#e=(10 ... 0)L. Alors il existe une Householder
transformation de Householder H telle que Hx = e.
Démonstration - Posons y = a(x—e) avec a = (| x—e|»)~!, alors la matrice
H=1I-2yy" répond a la question. En effet
Hx=[I-2a*(x-e)(x—e) 1x=x-2a*((x—e) x) (x—e).
En effet (x—e)” x est un scalaire, on peut donc commuter.
Onadeplusa?=|x- ellg =(x-e)T(x-e) = ||x||§ —2elx+1=201-eTx
et x—e)fx=1-elx, ot 2a?((x-e)Tx)=1.
Cequidonne: Hx=x—-(x—e)=e.
Concepts
Exercices
Documents
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3.3.2 La factorisation “QR”

Exercices :
Exercice B.1.8

Définition 3.3.1. Soit Q une matrice carrée, on dit que Q est orthogonale si :

Q'=Q'eQ"Q=1L

Théoreme 3.3.4. Soit A€ My, (R) avec m = n, alors il existe une matrice orthogonale
Q € Mymm(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (R) telles que

A:Q( R ) (3.3.1)
Démonstration
Concepts
R
OnnoteR:( 0 )
Exercices
Documents

23 >p



< précédent section a suivant »

On peut remarquer que la formule (3.3.1) correspond a une orthogonalisation des La
colonnes de A. En effet, la j ®™€ colonne de A, soit A;, est donnée par factorisation
j “QR”
Aj=QRj=) 1ijQi
i=1
ceci compte tenu de la structure de R. Ceci signifie que V k = 1,...,n, les colonnes
[Q]j=1,...k (qui constituent une famille orthonormée) et [A;];-; i engendrent le méme
sous-espace. La factorisation QR est donc une facon d’orthonormaliser une famille de
vecteurs, au méme titre que l’orthonormalisation de Schmidt. En fait on utilise toujours
la factorisation QR car elle est moins sujette aux erreurs d’arrondi que I'orthonormali-
sation de Schmidt.
Concepts
Exercices
Documents
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3.3.3 Application a la résolution du probleme de moindres carrés

Exercices :
Exercice B.1.9
Exercice B.1.10

On part donc de la factorisation QR précédente, ce qui permet d’écrire A sous la
forme E
A= g )
ol R € ./, (R) est triangulaire supérieure. Notons que pour tout vecteur y de R” on a
Q" yI5 = liyl3,
puisque Q, comme Q, est orthogonale. On a donc, en particulier :
IAx - blI3 = QT (Ax - b)I3 = Q" Ax— Q" b3

Définissons ce R" et d e R " par

25 >p
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Alors

QTAx—QTb:( 1(!)? )x—QTb:( Rxd_c )

et donc

IAx—bll5 = |Rx—cli3 + lld|5.

Le vecteur X minimisant la norme de || Ax - b|, est donné par

puisque || d ||§ est une constante qui ne joue aucun réle dans la minimisation. Le vecteur

RX=c, (3.3.2)

% est unique si R est inversible, ce qui est le cas si rang(A) = n.

Remarquons que la factorisation QR est présente dans tous les logiciels d’analyse

numérique, comme par exemple MATLAB ou SCILAB.

<<
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Document A.1.1 Démonstration du théoréme 3.1.1

On remarque tout d’abord que si A est de rang n, alors G = AT A est définie positive
en effet :
xTGx=AxI5=0VxeR",

d’autre part puisque le rang de A vaut n, alors la dimension de KerA est nulle donc
x'Gx=0o ||Ax||§:0©Ax=0©x:0.

La matrice G étant définie positive, elle est inversible, donc il existe une unique
solution % vérifiant ATAx= ATb < Gx=h.
Montrons maintenant que

VxeR, x£x= J(x) > J(%).

Posons y=x—X, on a donc y #0.

G+ nIcE+y -2nT @+y),

= z'Gz+yTGy+2zxTGy-2nTy-2n"z,
= z'Gx+yTGy+2(Gx-mly-2n'z,

= ylGy+zTGz-2n"3,

J(x+y)

puisque GXx = h. d’ou
J&@+y)=J®+y' Gy.

29 >p
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Puisque G est une matrice définie positive, et que y #0, on a y' Gy >0, et donc Document
Al.1
= = n
P = JEdy Uy &5 D Démonstration
ce qui montre que X réalise le minimum de J. du théogéllni
Retour au théoréme 3.1.1 A
Concepts
Exercices
Documents
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Document A.1.2 Gradient d’'une forme quadratique

Soit la fonction quadratique
J(x) = xTGx— Zth,

ou G est une matrice symétrique. On veut calculer le gradient de /. Rappelons que le
gradient est un vecteur colonne défini par

o] dJ a5 \"
VJ(x) = a,a—xz,---,a (VI(x) € My1).

Développons la fonction J

Jx) =) xi(Gx);—2) hix;.

i=1 i=1

Alors - i 5
— =@ i— (Gx); — 2hy,
Pl x)k+l_zzlxl 5, (CX1 =2k
et
0 0 c
a_k(Gx)l = ka Z 8ijXj|= 8ik = &ki- oncepts
Donc 5 .
—] =(GxX)y + Z Xi8ki —2hi = (GX)k + (GX) —2hy = 2(Gx) . — 2Ry, Exercices
Gl i=1 Documents
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VJ(x)=2(Gx—h).

retour au cours

suivant »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




< précédent section a suivant »

Document A.1.3 Orthonormalisation de Schmidt

Théoreme A.1.1 (Orthonormalisation de Schmidt). Dans tout espace euclidien de di-
mension finie, il existe des bases orthonormées.

Démonstration - Elle est constructive : on part d'une base quelconque de E no-
tée {Bi,By,..., By} et on construit par récurrence une base orhonormée {E,E,...,E,}. A
chaque étape k =1,...,n, la famille {E,..., E;} est une famille orthonormée (donc libre)
vérifiant

Vect(Bjy,...,By) = Vect(Ey,..., Ey),

c’est-a-dire que 'espace engendré par {E}, Ey, ..., E;} est le méme que celui engendré par
{B1,Ba,..., B}

Premiere étape : on pose
B

= M= m P
1 B1ll2

en effet ||Byl» # 0 car la famille {By,Bs>,...,B,} est libre. Donc {E;} est libre (car E; est
non-nul) et E; est de norme 1. De plus on a évidemment Vect(E;) = Vect(B;).

E;

Deuxieme étape : on pose
Ey=B,—(By, E1) Fu,

ou on a noté (-,-) le produit scalaire dans E.
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On a bien
(B, E1) = (By — (By, E1) E1, E1) = (B, E1) — (B, E1) (E1, Ey) = 0.

I E>ll2 # 0 car sinon B, serait proportionnel & E; donc & B; ce qui est impossible car la
famille {Bj, Bs, ..., B;} est libre.
On peut donc définir
“T Bl
La famille {E;, E>} est constituée de vecteurs orthonormés deux a deux et non nuls : elle
est donc libre.
Il reste & montrer que

Vect(B;, B2) = Vect(E, E»).

A faire en exercice.

Etape k : supposons qu’on a construit {Ej, E,...,Ex_1} qui constitue une famille or-
thonormée, tels que Vect(By,..., Bx_1) = Vect(E1,..., Ex_1).

On définit alors E; par
k-1
Ex=Bir- ) (B Ej)E;
j=1

<< 34 > >

Document
A.13

Orthonormalisation
de Schmidt

Concepts

Exercices
Documents



< précédent section a suivant »

Vérifions que le vecteur E; est orthogonal aux vecteurs Ej, Es, ..., Er_1

Document
-1 A.1.3
(Ev,Ei) = (Bx— ). (Br,E)EjEp, Orthonormalisation
j=1 de Schmidt
k-1
= (B Ei)— ) (BwEj)(Ej,Ep,
j=1
= (By, E;) — (B, Ei){E;, E;),
= (By,E;)—(By,E;) =0.
I|Exll2 # 0 car sinon Bj serait une combinaison linéaire de Ej,E,,..., Ex_;, donc une
combinaison linéaire de By, B,,...,Br_; ce qui est impossible car la famille {By, B,, ..., B}
est libre.
On peut donc définir B
E
Ep=—*—.
Il Exll2
On a donc construit une famille {Ej,..., Ex} qui est orthonormée (donc libre).
Il reste a montrer que
Vect(By,...,By) = Vect(Ey,..., Ep).
Concepts
Soit x € Vect(By,...,By), donc il existe (11,...,1;) dans R* tel que x = Zfz‘ll/liBi + ABy =
¥+ AiBg, en posant y = Zf:‘ll AiB;. Comme Vect(By, ..., Bx_1) = Vect(E,..., Ex_1), y appartient
a Vect(By,...,By_1) = Vect(En,...,Ex_1) < Vect(Ey,...,Er_1, Ex). De plus AkBk = Ak(”EkHZEk + £ f
Z;?;% (Br,Ej) E;) appartient a Vect(Ey, ..., Ex). On conclut donc que x € Vect(Ej, ..., E). Dgce[%(:eerws’rs
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Réciproquement, soit x € Vect(Ey, ..., Ex), qui s’écrit x = Zfz‘ll AiEj+ A Ex = y + A Ek, en po- Do et
sant cette fois y = Zf;ll AiE;. D’'une part, y appartient a Vect(Ej, ..., 1:}_1) =Vect(Bj,...,Br_1) A.1.8
Vect(By,..., Bx-1, Bx). D’autre part A Ey appartient a Vect(Ey) = Vect(Ey) c Vect(Ey, ..., Ex-1,Bk) =  Orthonormalisation
Vect(By,...,By_1, By), car Vect(Ey,..., Erx_1) = Vect(By,...,Br_1). de Schmidt

Ceci conclut la récurrence.

retour au cours
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Document A.1.4 Démonstration du théoréme 3.3.4

Il est important de donner ici la démonstration compléete de ce théoréme, car elle est
constructive. C’est a dire qu’elle donne I'algorithme pour obtenir la factorisation. On va
chercher a obtenir la matrice R comme le résultat de »n transformations orthogonales
successives U® | soit ~

( ﬁ ) = AD —ygyb g
les matrices UX' étant construites a I'aide de transformations de Householder.

Si la premiére colonne de A s’écrit (a10...0)7, il n’y a rien a faire et on pose donc U =
I. Sinon on sait qu’il existe une transformation de Householder H" qui transforme A;
en (a;0...0)7, avec a; = | A1l». En posant UV = HY on a donc :

a; X ... X
X ... X

A(Z) — U(UA:
0 x ... x

Soit v@ € R™! le vecteur dont les éléments sont [ag)]izgmm; il s’agit de la partie de
la deuxiéme colonne de A® qui commence & 1’élément diagonal. On sait qu’il existe
une transformation de Householder H® qui transforme v® en (a, 0 ...0)T e R"~!, avec
as = [v?],. On définit alors U® comme

1 0
2 _
o _(o H(Z))
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et on obtient 0 y Document
1 “ee
0 @ x . x Démonstrgtzilcfl
B) _ 772 4(2) _ 0 0 X ... X
AV =UTA"Y = o du théoréme
3 3.3.4
0 0 X X

On peut remarquer que, par définition de U@, la premiére colonne de A® n’a pas été
modifiée.

On peut aisément généraliser ce procédé : supposons que l'on a obtenu A® dont
les k—1 premieéres colonnes forment une matrice trapézoidale supérieure (les éléments
en dessous de la diagonale sont nuls). Si on note v® € R”¥*! le vecteur dont les élé-
ments sont [ai.’,?]l-: k..m, alors il existe aussi une transformation de Householder H® qui
transforme v® en [a; 0 ...01T e R %*1 avec aj = |v®||,. On définit alors U® comme

U =

Ite1 O
o H® ]

et on obtient AX*D = y® A® On continue ce procédé jusqu’a obtenir une matrice A"+

A(VH'U — U(n)A(n) — U(ﬂ) U(Vl—l) U(UA

Concepts
qui, par construction, a la structure désirée. On a donc bien
R
( ) =UA, Exercices
0
Documents
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avec U=UMy"V UWD, On obtient la factorisation QR en remarquant que le produit
de matrices orthogonales reste une matrice orthogonale et en posant Q= U”.

Retour au théoréme 3.3.4 a

<< 39

Document
Al4
Démonstration
du théoreme
3.3.4

Concepts

Exercices
Documents



< précédent

Annexe B
Exercices
B.1 Exercicesduchapitre3 . ... ... ... .. .. ... ... ..... 41
B.2 Exercicesde TD du chapitre 3 . . . . ... ... ... .......... 52
Concepts
Exercices
Documents

40



chapitre A section suivante »

B.1 Exercices du chapitre 3

B.1.1 Régression linéaire. ... ... ... .. ... ... .. ....... 42

B.1.2  Régression polynoémiale.. . . . ... ... .............. 43

B.1.3  Régression linéaire : équations normales. . . . . ... ... ... 44

B.1.4 Orthogonalde R". . .......... ... ... . . .0....... 45

B.1.5  Algorithme d’orthonormalisation de Schmidt. . . ... ... .. 46

B.1.6  Familles orthonormées. . ... .................... 47

B.1.7  Schmidt et factorisation A=ET.. ... ... ............ 48

B.1.8  Propriétés des matrices orthogonales. . . ... .......... 49

B.1.9 Applicationde A=QR. . . . .. .. .. ... ... 50

B.1.10 Conditionnementde R. . .. ........ ... .u... 51
Concepts
Exercices
Documents

41



section a suivant »

Exercice B.1.1 Régression linéaire.

1. Ecrire le probleme de la régression linéaire comme un probléme de moindres
carrés : plus précisément on se donne une famille de points (#;,b;)1<;j<m (les t;
étant distincts) et on cherche a faire passer une droite le plus pres possible de
ces points.

2. La question précédente conduit a une fonction de deux variables a minimiser.
On admet que ce minimum est donné en annulant les deux dérivées partielles.
Donner le systéeme linéaire de deux équations a deux inconnues ainsi obtenu.

retour au cours

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice B.1.2 Régression polynomiale.

On cherche a approcher les données (¢;, b;)1<;<m (les t; étant distincts) a ’'aide d’'un
polynoéme de degré inférieur ou égal a n—1, on suppose m = n, on note
n—1

p)=a;+azt+...+a,t" -,

et on cherche les coefficients a1, ay,..., @, qui minimisent

E(ay,az,...,an) = Y (p(t;) — bp)>.
i=1

Ecrire le probléeme de moindres carrés sous forme matricielle. Montrer alors que la
matrice A est bien de rang n. (On rappelle que la matrice carrée de Van der Monde V,
vij= tl! _1, est inversible si tous les #; sont distincts).

retour au cours

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice B.1.3 Régression linéaire : équations normales.

Donner les équations normales du probleme de moindres carrés associé a la régres-
sion linéaire. Montrer que 'on retrouve les équations de 'exercice B.1.1.

retour au cours

Solution
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Exercice B.1.4 Orthogonal de R”.

Montrer que (R™)* = {0}.

Solution

retour au cours

suivant »
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Exercice B.1.5 Algorithme d’orthonormalisation de Schmidt.

Ecrire 'algorithme de I'orthonormalisation de Schmidt, donnée dans le document A.1.3.

retour au cours

Solution

Concepts
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Documents
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Exercice B.1.6 Familles orthonormées.

Soit E € .#,,,, une matrice dont les colonnes sont des vecteurs orthonormés de R”,
montrer que ETE = I,,.

retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice B.1.7 Schmidt et factorisation A=ET.

On applique 'orthonormalisation de Schmidt (voir le document A.1.3), sur les n
colonnes Aj, A,,..., A, d'une matrice A € .4, , de rang n (m = n), on obtient les vecteurs
E1,E,,...,E, qui seront les colonnes d’'une matrice E.

1. Montrer que les colonnes Ay de A peuvent s’écrire

k
Ak = Z ajkEj
j=1

sans expliciter les scalaires a .

2. En déduire que A= ET, ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible.

retour au cours

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice B.1.8 Propriétés des matrices orthogonales.

1. Montrer que si Q est une matrice orthogonale, alors QT est orthogonale.

2. Montrer que si Q est orthogonale, alors [|Qyl2 = || yl2 pour tout vecteur y de R”.

retour au cours

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice B.1.9 Application de A= QR.

On veut effectuer une régression linéaire sur les points suivants : (-1,0.5), (0.5,1),
(2,2.5). Appliquer la méthode “QR” pour résoudre ce probleme et utiliser SCILAB, en
particulier la procédure “qr”, pour faire les calculs.

retour au cours

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice B.1.10 Conditionnement de R.

Soit A une matrice m x n de rang n < m. Soient Q une matrice orthogonale et R une
. , . . L. R
matrice carrée triangulaire supérieure telles que A= Q( 0 )

Montrer que, si y» désigne le conditionnement calculé a partir de la norme matri-

cielle subordonnée a la norme 2,
x2(R) =/ x2(AT A).

retour au cours

Solution

Concepts
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B.2 Exercices de TD du chapitre 3
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Exercice B.2.1 TD3-Exercicel : approximation par moindres carrés

1. On cherche a approcher des données expérimentales (z;,y;), i = 1...m, par une
fonction f, ;.4 définie par morceaux de la facon suivante :

a+bt+ct®? si t<0,
a+dt si t>0.

fa,b,c,d(t) = {

On suppose qu’il existe p, 3 < p < m, tel que
N<h< - <tps0<itp < <Ipm.

Pour calculer les quatre parametres a, b, c et d on cherche & minimiser par rap-
port a ces quatre parametres la fonction erreur suivante :

E(a,b,c,d) =Y [fapealti) - yil*.

i=1

(a) Montrer que minimiser cette fonction erreur revient a résoudre un probléme
de moindres carrés
. 2
min lAx—yll3,
dont on précisera I'inconnue x, la matrice A et le vecteur y.

(b) Quel est le rang de A? Ecrire les équations normales, montrer que ces équa-
tions ont une solution unique.

(c) Que se passe-t-il si p=3,m=47?

53 >p
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2. On cherche a approcher les données par une fonction f, ;. définie par : Exercice B.2.1

TD3-Exercice2 :

fap,c(D) :{ ZIHEHIHCI st £>0, approximation
U, — < =
F=lser S tE par moindres
On suppose qu’il existe p, 2 < p < m, tel que carrés
N<h< - <tp<0<itpi <:-<Ip.
Pour calculer les trois parameétres a, b et ¢ on cherche & minimiser par rapport a
ces trois parametres la fonction erreur suivante :
o 2
E(a,b,c) =) [ fapc(ti) - yil*.
i=1
(a) Montrer que minimiser cette fonction erreur revient a résoudre un probléme
de moindres carrés
min | Ax — yll3,
dont on précisera I'inconnue x, la matrice A et le vecteur y.
(b) Quel est le rang de A?
Concepts
Question 2a Aide 1 Aide 2
Question 2b Aide 1 Aide 2 Aide 3 .
Exercices
Documents
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Exercice B.2.2 TD3-Exercice2 : approximation par une fonction continue et
affine par morceaux

1. On définit 7; = i,0 < i <5, on définit g la fonction telle que la courbe d’équation
y = g(1) soit une ligne brisée (fonction continue et affine par morceaux) qui joint
les points de coordonnés (7;,z;),0 < i <5. Donner I’expression de g(t) pour € [0,5]
a laide des z;.

2. On définit 1 = 0.5k, 1 < k < 10, on cherche a approcher le nuage de points (#t, yx),1 <
k <10 par g(t) au sens des moindres carrés. Mettre ce probleme sous la forme :
IZIEI%{I} Az — yllg, que vaut n? Quelle est la taille de la matrice A? Expliciter ses

termes. Quel est le rang de A?

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide2 Aide3 Aide4 Aided Aide 6 Aide7 Aide 8
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Exercice B.2.3 TD3-Exercice3 : équations normales et Schmidt

Soit la matrice A et le vecteur b suivants :

1 0 1 1
a=| o 0 ol p=| ] (B2.1)
01 1 -1
On désire résoudre le probleme de moindres carrés
min || Ax - b||*. (B.2.2)

xeR

1. On utilise dans un premier temps la méthode consistant a résoudre les équations
normales.

(a) Vérifier que A est bien de rang maximal.

(b) Expliciter les équations normales pour A et b donnés par (B.2.1), puis ré-
soudre ces équations pour obtenir la solution X de (B.2.2).

2. On utilise maintenant 'orthonormalisation de Schmidt.

(a) i. Dans un premier temps, orthogonaliser les colonnes de A, c’est-a-dire cal-
culer en utilisant 'orthonormalisation de Schmidt, 3 vecteurs orthogonaux

Al) AZ! A3
formant une base orthonormée de Im (A).

56 >p
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ii.
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Utiliser les calculs précédents pour montrer que A= AT, ou T est une ma-
trice triangulaire supérieure inversible que ’on déterminera.

Vérifier que ATA=1.

Donner un systeme, équivalent aux équations normales, qui fait intervenir
AT etb.

Résoudre ce systeme et comparer avec la solution % trouvée précédem-
ment.

57
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Exercice B.2.4 TD3-Exercice4 : QR par la méthode de Householder

1 3 1
smz(l _1),b:( )
1 1 -6

1. On veut résoudre milg |Ax — bllg a l’aide de la factorisation QR.
xeR

(a) i. Déterminer la matrice de Householder, que 'on notera HV, qui transforme

en e;.
lA1ll2
ii. Calculer A® = HW 4,
Réponse;
a a a V3 V3
HY=a b ¢ |, A9=| 0o v3-1 |,
a ¢ b 0 V3+1
avec L b 1(1 1) 1(1 1)
a=—,b==|1-—|,c=—= —.
V3 2 V3 2 V3

iii. Comment obtient-on la factorisation QR de la matrice A? Calculer alors
les matrices H? et A® = R, en déduire R puis Q.
Réponse;

\S}

H? =L (“ b ) R=A® = \(/)5 2\/\/§"
T Vervalb —a TN D :

58 >p
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S
S5l

Q:

SISIHSI-
=S

S

avec a:—2+\/6—\/§+\/§, b=-1+vV6+V2

(b) i. Calculer Q'b, on note ¢ le vecteur constitué des deux premiéres compo-
santes de Q' b.
ii. Montrer que AT AX=A"The RX=¢
iii. En déduire X solution du probléme de minimisation.

2. On veut utiliser I'orthonormalisation de Schmidt. En orthogonalisant la famille
{A;, Ao} a I'aide de I'orthonormalisation de Schmidt, on obtient la matrice :

A=

S-SIESI-
|
o §|“§|"

(a) Montrer que A= AR. Comparer Aet Q, R et R.

(b) On a montré, dans ’exercice précédent, que la solution % du probléme de mini-
misation vérifiait R% = ATb. Montrer que A" b = ¢. En déduire que l'on retrouve
le systéme RX = C.

Question 1(a)iAide 1
Question 1(a)iAide 1
Question 1(a)ihide 1

<<« 59
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Exercice B.2.5 TD3-Exercice5 : projection orthogonale.

On se donne des données expérimentales (¢, y;), i =1...m. On suppose que les points
t; sont distincts deux a deux (¢; # t; si i # j).

On cherche a approcher ces données au sens des moindres carrés par un polynéme
pq de degré inférieur ou égal a deux défini par :

PaD) =ar1+azt+ a’3l2.
1. Ecrire 'écart quadratique E(x) qu’il faut minimiser pour ce probléme de moindres
carrés. Donner la matrice A correspondante.

2. Ecrire une base de Im(A).

3. On note j le projeté orthogonal de y sur ImA. Ecrire les équations vérifiées par ¥y
et comparer le systéme obtenu avec les équations normales.

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2
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Solution de |'exercice B.1.1

1. Soit y = a + B¢, I'équation de la droite considérée. Le probleme de régression linéaire s’écrit

min E(a, f)
(a,B)eR?

m
E(a,f) =) (a+pti—b)>.
i=1
La solution (a*, f*) donne les coefficients de la droite solution du probleme de régression linéaire et
elle vérifie
E(a*,$")= min E(a,p).
(a,B)eR?

2. Calculons les deux dérivées partielles
% (q,f) =X 2(a+ Bt; - b;)
@ P =X 2+ pti— bt

La solution (a*,$*) du probleme de régression linéaire est donc donnée par la solution des deux
équations linéaires obtenues en regroupant les termes

{ am+BE =Y by

@' L G+ BE i =X ity

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.2

Soit
pl)=ay+ast+...+a,t"

un polynoéme de degré n— 1. Pour que ce polyndome approche les données (t;,b;);=1,.,m le plus pres possible, il
doit minimiser la quantité suivante

m
E(a1,az,...,an) = y_(p(t;) — bi)* = | Ax— DlI5.
i=1

En effet on peut écrire

p(t) — by a1+a2tl+...+ant1”*1—b1 aq by

t)—b a1 +artr+...+a,tl 1 —b a b
pl2)=b2 | _ 1t azt; nty 2 loal @ |2 P2 |2 axop,
p(tm) —bm ay+ Aty +...+ant = by an bm

ou les matrices A et x sont définies par :

1 1 ... ! ay

1 t, .. 1 a2
A= Z 2 , X =

1ty ... 1 a,

Dans les données, les points #; sont tous distincts, ce qui implique que la matrice V, constituée des n pre-
mieéres lignes de A est inversible, d’ou la matrice A est de rang n.

Retour & |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.3

La matrice A du probléme de régression linéaire s’écrit (voir la correction de ’exercice B.1.2) :

h
A= 1 b
i
Les équations normales sont
ATAz=ATD

ce qui donne en effectuant les produits matriciels

m Yt ))%:( Y2, bi )
Yt Zﬁltz'z XL tibi

On retrouve bien ainsi le systéme de deux équations a deux inconnues de I'exercice B.1.1.

Retour & |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.4

L'égalité se réécrit : pour tout b e R”,
bTz=0,¥zeR" o b=0.

Limplication < est évidente puisque I'on multiplie 0 par le vecteur z.
Supposons maintenant que
b'z=0,YzeR",

alors cette égalité étant vraie pour tout z ’est en particulier pour z = b, ce qui donne
b"b=|bll5 = 0.
Or la norme d’un vecteur est nulle si et seulement si ce vecteur est nul, ce qui donne

b=0.

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.5

Cet algorithme est tres simple et suppose connues des fonctions telles que norme, produit scalaire . .. ce qui
est le cas de Scilab.

Ey =By/|B1ll2

: pour k=2,...,n faire

By =By~ X52] (Bi, E)) Ej

Ey = Ex/l Exll2

: fin pour

e

Retour d |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.6

On a donc
(El',Ei> =1, <Ei,Ej> =0 pour i# j,

ou ce qui est équivalent
ElE;=1,EE;=0pouri# j.

Les termes de la matrice (carrée) C = ETE € .4 nn sont donc
_ _ T _ ..
cij=E; Ej=1, ¢jj=E; Ej=0 pour i # j,

C est donc la matrice identité.

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.7

1. Reprenons I’'algorithme d’orthonormalisation de Schmidt, alors
Ey = A/l A1l = Ay =ank,
puis
E; = A2 — (A1, E1) E) et E; = BEp/ | E2ll = Az =(Ay, En) E1 + | B2l E2,

ce qui donne
Ar = a2E + axEo.

De maniere générale

k-1 k-1
Ep=Ax- ) (A, Ej)Ejet Ex=Ex/|Ell = Ag=)_ (Ay Ej)Ej+ | EglE,
j=1 j=1
ce qui donne
k
Ak = Z ajkEj.
j=1

2. Considérons le produit C = ET de deux matrices, E € M, , et T € My, ,, alors
n
Cik =) eijtjk-
j=1
On peut aussi considérer c;; comme le iéme élément de la kieme colonne de C. Alors cette colonne est
donnée par

n
Cr,=ET; = Z tjkEj-
=1



Si 'on compare avec le résultat de la question précédente :

k
Ak = Z ajkEj,
Jj=1

on voit que #j; = aj; pour j=1,...,k et que 7 =0 pour j=k+1,
triangulaires supérieure

11 X2 ... ... Qip
0 oo ... ... 2p
T =
0
0 Ann
La matrice T est inversible car a;; = | E;|l.

Retour a |I'exercice a

..., N, ce qui correspond a une matrice



Solution de |'exercice B.1.8

1. On a
Q orthogonale & Q'=0Q7 & (Q1)'=0Q o QT orthogonale .

2. On va démontrer le résultat pour le carré de I'expression, ce qui est équivalent pour des réels positifs.
Dans ces équivalences, on utilise le fait que QTQ =1.

1QylI3 =@ Qy=y"Q"Qy=y"y=1lyl3.

Retour a |I'exercice a



Solution de |'exercice B.1.9

La matrice A et le vecteur b correspondants a ce probléme sont

1 -1 0.5
A= 1 05 |, b= 1 :
1 2 2.5

Les étapes du calcul sont alors les suivantes :

— calcul de la décomposition QR par “qr” ce qui donne A= QR, ou R = (

— calcul de QTb:( 2 ),

. _— . ~ 1
— résolution de Rx = c, ce qui donne x = ( 0L66666T )

— calcul de lerreur || d||5 = 0.1666667.

Retour a |I'exercice a
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Solution de |I'exercice B.1.10

Revoyez le lien entre la norme |.|» et le rayon spectral vu au chapitre 2.
(2B = IRIZIR 5 = pRTR)p(R™HTR™.
On remarque que ATA=RTQTQR=RTR=R"R donc
x2(ATA) = o (RTR) = | R Rll2 I (RTR) Iz,
or RTR et son inverse sont des matrices symétriques, toujours dans le chapitre 2, on a montré
IR"RI2 = p(R"R),

on a donc également
IRTR) Yo =p(RTR™H =p® 'R H=p(RHIR™Y

On a utilisé le résultat montré dans le chapitre 2 : p(AB) = p(BA) on sait d’autre part que (R))™! = (R™17T, ce
qui permet de terminer la démonstration.

Ce résultat est important car dans le cas des équations normales on est conduit a résoudre un systeme
dont la matrice est AT A, dans le cas de la factorisation QR on est amené a résoudre un systéme dont la
matrice est R, comme vous le savez le conditionnement est toujours supérieur & 1 donc la matrice R a un
conditionnement plus faible que la matrice AT A, ce qui est intéressant numériquement.

Retour & |I'exercice a



Aide 1, Question 2a, Exercice B.2.1

a
Le vecteur inconnu x est x = ( b )
c
On doit avoir par ailleurs
f a,b,c (1)
f a,b,c ( t2)

fa.b,c(tp) = Ax,
fab,c(tp+1)

fa,b,c(tm)

déterminez la matrice A.

Retour a |I'exercice a



d’ou la matrice A.

fa,b,c(tl)
fa,b,c(tZ)

fa,b,c(tp)
fa,b,c(tp+1)

fa,b,c(tm)

Aide 2, Question 2a, Exercice B.2.1

be" -1 +ch 0 eh—1 f
be2-1)+ct 0 e2—1 b
ble'» —1)+ct, = 0 e"-1 tp
aln(t,, +1) +cty, In(t,;,, +1) 0 lm

Retour & |I'exercice a




Aide 1, Question 2b, Exercice B.2.1

On sait que p =2 et m > p, donc il y a au moins deux lignes du “premier type” et une ligne du “deuxieme
type”, on peut donc extraire par exemple la matrice

0 eh—1 f
A= 0 e2—1 1,
In(t,, +1) 0 tm

Montrez que cette matrice est inversible.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 2b, Exercice B.2.1

el —1 etZ—l)

detA=In(ty, + 1)(H(e"—1)—t1(e2—1)) =In(ty, + 1) tz( - -
1 2

Montrez que les quatre termes du produit sont non nuls.

Retour d |I'exercice a



Aide 3, Question 2b, Exercice B.2.1

tn,>0=>In(t,+1) >0,

hH<p<O0,

si 'on note a(r) = (ett_l), si on appelle C la courbe d’équation y = e, a(r) est égal a la pente de la droite qui

joint les deux points de C Q= (0,1) et M = (t,e’), si t; # t» alors a(t)) # a(t), car si a(f;) = a(tz) cela signifierait
que les points M;, M>,Q de C sont alignés, ce qui n’est pas possible, on aurait également pu montrer que la
fonction a(r) était strictement croissante. Donc

eh—1 el2-1

4] %)

# 0.

A est donc inversible, A est de rang 3.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice B.2.2

Sur chaque intervalle [7;,7;:1], g(f) est un polynéme du premier degré en ¢ dont les coefficients dépendent
de i.
Ces coefficients doivent vérifier g(t;) = z;,g(Ti+1) = Zi+1.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice B.2.2

Sur l'intervalle [7;,7;.1], on a donc
Zi+1 — Zi
g(l’) =ai(t—1;)+2z;, avec a; = —— = Zj+1 — Zj.
Ti+1—T§

On aurait pu également déterminer g a I'aide du polynéme d’interpolation de Lagrange, vérifier que I'on
obtient bien la méme chose.

Retour a |I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice B.2.2

Avec le polynome de Lagrange on obtient :

I—Ti+1 [—T7;
8N =zi———+zipi——— ==z (I~ Ti41) + Zi41 (£ = T}).

T i+1 Tiv1 —T§

C’est bien stir la méme chose.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice B.2.2

Les 7;, les t; et y; sont donnés.
Quels sont les parametres inconnus ?
Quel est leur nombre ?

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice B.2.2

Les six inconnues sont zg, z1,..., Z5.
<0
21
22
<3
24
<5

On peut noter z =

Retour a |I'exercice a



Ecrivez le vecteur

g(f1)
g(1)
g(13)
g(ty)
g(ts)
g(te)
g(t7)
g(tg)
g(t9)
g(to)

Aide 3, Question 2, Exercice B.2.2

sous la forme Az. Quelle est la taille de la matrice A?

Retour & |I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice B.2.2

Avant tout calcul on sait que A doit avoir 10 lignes et 6 colonnes.

Que vaut A?

n=3€l0,1]1=[1o, 1] =i=0
Lb=1€[0,1]=i=0
ts=3€ll,2l=[1, Tl =i=1

ty=2¢€ll,2]

ho=5

donc
donc
donc
donc

donc

gt =20(T1-3)+21(3 -To) = 320+ 321

g)=g1)=20(1-D+2;(1-0) =2
g(lg):zl(rz_%)"'Zl(%—Tl):%Zl_f_%zz

g(ty) =2z

g(to) = 25

Retour d |I'exercice a



Aide 5, Question 2, Exercice B.2.2

Si on note L
I 0000
01 0 0 0 O
0 3 3 000
0 01 0 0 O
A=l 00z 300
0 0 01 0 O
00031 1o
0 0 0 0 1 O
0000 3 3
0 0 0 0 0 1
on a bien

g(n)

g(n)

g(t3)

g(ty)

Az:g(t5)

g(ts)

g(t7)

g(tg)

g(t9)

g(t0)



Si I'on note

N1
Y2
Y3
NZ!
Y5
Ye
y7
NZ]
Y9
Y10

on cherche z qui minimise |Az— y|2.

Retour a |I'exercice a



Aide 6, Question 2, Exercice B.2.2

On calcule maintenant le rang de A.

Retour d |I'exercice a



Aide 7, Question 2, Exercice B.2.2

Puisque A a 6 colonnes, on sait que rang(A) < 6.
Essayez d’extraire de A une matrice carrée A inversible ayant 6 lignes, on aura alors rang(A) = 6, donc
rang(A) = 6.

Retour d |I'exercice a



Aide 8, Question 2, Exercice B.2.2

On peut choisir

)
Il
|

donc A est inversible, donc rang(A) = 6.

, onadet A=

S O O O OoOn-
S O O O NI
o O O = O O
o O = O © O

Retour a |I'exercice a

o = O O © O

= o O O © O

Lo
2



Aide 1, Question 1(a)i, Exercice B.2.4

Si I'on note )
fi= AL _ v
Al |
V3
On a
HY =1-2uu’, avec u= _fizer
Ifi—eil
1
L
8 1 3 1
1 2
h-e=| »# | lAh-el =2——,—=—(1+—)
b 2B ez 4l V3B
V3
1
u'=———(fi—eD(fi-e).
I fi—els

Pour calculer (f; —e1)(fi —e1)” il y a seulement trois termes différents a calculer :

a_(i_l)z ﬂ_(i_l)xi_l_i _tr. .11
va )P \E 3 3 v3 ! V3 v3 3
a B B a p p
~ 1 1 A
(fl—el)(fl—el)T=(,3 Y Y)»””T: 'q Y v »01\1(54:5(1—%),,3:—2—,?:
B vy v b v 7

On écrit enfin




Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1(a)ii, Exercice B.2.4

11 suffit d’éffectuer le produit, il est cependant possible de prévoir la premieére colonne de A® sans calculs,
on a en effet
V3
AP =HD A = A1l HY fi = | Alllaer = | 0
0

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 1(a)iii, Exercice B.2.4

On note
-(57)
=\ va_1 )’
=—— )&= JUw=—"———"— H=1-2uu,, U= VA = UA
. ol (0) T f-el> 2%2 0 H®@
On a

R=AY,Q=H"U.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice B.2.5

C’est un probleme de régression standard. Voir le cours et en particulier I'exercice B.1.2.

Retour d |I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice B.2.5

On rappelle que les colonnes de A forment une famille génératrice de Im(A). Il reste a vérifier si elles forment
une famille libre.

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice B.2.5

Utiliser le fait que les ¢; sont distincts pour montrer que le rang de A est égal a 3.

Retour a |I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice B.2.5

Ecrire la caractérisation du projeté orthogonal, cf. (3.2.1).

Retour d |I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice B.2.5

La caractérisation du projeté orthogonal, cf. (3.2.1), s’écrit en utilisant la base {A;, Ay, A3} de ImA et le fait
que le produit scalaire est linéaire a droite et a gauche :

3
yelmA et (,5)=(ys) VselmA < y=) AjA; et (J,A)=(pA) Vi=1,...,3
j=1

3
= (Y AjAA)=(yA) Vi=1,...,3
=1
3
= Y AApA) =y A) Vi=1,...,3
j=1
= Gu=c ouGij=(Ay A, uj=Aj ci=(Apy), Vi, j=1,.3.

Le systéme Gu = ¢ s’écrit donc AT Au= ATy car G= AT Aet c= ATy : ce sont donc les équations normales.
Donc u = x, et le projeté dans cette base donne donc les coefficients du polynéme solution du probleme de
moindres carrés.

Retour a |I'exercice a
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