Exercices avec corrigé succinct du chapitre 3
(Remarque: les références ne sont pas gérées dans ce document, par contre les quelques?? qui
apparaissent dans ce texte sont bien définis dans la version écran compléte du chapitre 3)

Exercice II1.1

1. Ecrire le probleme de la régression linéaire comme un probléeme de moindres carrés : plus précisément
on se donne une famille de points (;,b;)1<i<m (les t; étant distincts) et on cherche a faire passer
une droite le plus pres possible de ces points.

2. La question précédente conduit a une fonction de deux variables a minimiser. On admet que ce
minimum est donné en annulant les deux dérivées partielles. Donner le systéme linéaire de deux
équations a deux inconnues ainsi obtenu.

Solution :
1. Soit y = a + (t, I’équation de la droite considérée. Le probleme de régression linéaire s’écrit

min F(a,
T (a,5)

m

E(a,8) =Y (a+ Bt — b)*.
i=1
La solution (a*,3*) donne les coefficients de la droite solution du probléme de régression linéaire
et elle vérifie
E(a*,f*) = min E(a,3).
(a,8)€ER?

2. Calculons les deux dérivées partielles

g_g(aﬁ) =ity 2(a+ Bt — bi)

95 (a,8) = 0L, 2(a + Bt — bi)t;

La solution («*,5*) du probléme de régression linéaire est donc donnée par la solution des deux
équations linéaires obtenues en regroupant les termes

om + 3 221 ti = Zﬁl b;

a* YLt B YT 6 = 0 bit

Exercice 111.2
On cherche & approcher les données (;,b;)1<i<m (les t; étant distincts) a I’aide d’un polynéme de degré
inférieur ou égal a n — 1, on suppose m > n, on note

p(t) = a1 +agt + ...+ apt"

et on cherche les coefficients aq,as,...,a, qui minimisent

E(a1,09,00) = »_(p(ti) — bi)?.



Ecrire le probleme de moindres carrés sous forme matricielle. Montrer alors que la matrice A est
bien de rang n. (On rappelle que la matrice carrée de Van der Monde V, v;; = ] _1, est inversible si
tous les t; sont distincts).

Solution : Soit
p(t) =a; +agt+ ...+ ant™

un polynéme de degré n — 1. Pour que ce polynoéme approche les données (¢;,b;)i=1,..m le plus pres
possible, il doit minimiser la quantité suivante

m
E(Oél,CEQ, cee 7O[n) = Z(p(tl) - bl)z = ||AZE - b”2
i=1
En effet on peut écrire
p(tl) — b o1 oot + ...+ Oént?_l — b o1 by
p(tz) by _ Q1 + aota + ...+ anty by ) 9 B by — Az —b,
p(tm) — b ar + oty + .t — by, Qn bm
ou les matrices A et = sont définies par:
1t ... t?_i aq
n— a9
Ao |t ot e
1ty ... il o

Dans les données, les points ¢; sont tous distincts, ce qui implique que la matrice V', constituée des n
premieres lignes de A est inversible, d’ou la matrice A est de rang n. d

Exercice I11.3
Donner les équations normales du probleme de moindres carrés associé a la régression linéaire. Montrer
que 'on retrouve les équations de ’exercice 77.

Solution : La matrice A du probléme de régression linéaire s’écrit (voir la correction de I'exercice
?7):

1
A 1t
J I
Les équations normales sont
AT Az = ATb

ce qui donne en effectuant les produits matriciels

( m Z?ilti>i,:< > im bi >
DSt Yot Yoy tib;

On retrouve bien ainsi le systeme de deux équations a deux inconnues de l’exercice 77. d

Exercice I11.4
Soit b € R"™, montrer que
Wz=0VzeR" & b=0.



Solution : L’implication < est évidente puisque ’on multiplie 0 par le vecteur z.
Supposons maintenant que

b2 =0z e RY,
alors cette égalité étant vraie pour tout z ’est en particulier pour z = b, ce qui donne
bI'b = ||b)|> = 0.
Or la norme d’un vecteur est nulle si et seulement si ce vecteur est nul, ce qui donne

b=0.

Exercice I11.5

Ecrire I'algorithme de 'orthogononalisation de Schmidt, donnée dans le document ?7?.

Solution : Cet algorithme est tres simple et suppose connues des fonctions telles que norme, produit
scalaire ... ce qui est le cas de Scilab.

. By = By/|| B

—_

2: pour k = 2,...,n faire

3 Ey=By— Y (BrE)) Ej
4 By = Ey/| B

5. fin pour

Exercice I11.6
Soit F € M,,, une matrice dont les colonnes sont des vecteurs orthonormés de IR™, montrer que
ETE =1

Solution : On a donc
<E13EZ> = 1’ <E27E]> =0 pour { 7£ jv

ou ce qui est équivalent
EI'E; =1, EI'E; = 0 pour i # j.

Les termes de la matrice (carrée) C = ETE sont donc
Cii:EiTEizl, cij:E?Ejzopouri;éj,

C est donc la matrice identité.

Exercice II1.7
On applique l'orthogonalisation de Schmidt (voir le document ?7?), sur les n colonnes A;,As,...,A,
d’une matrice A € M,,,, de rang n (m > n), on obtient les vecteurs Ey,Es,....E, qui seront les
colonnes d’une matrice E.

1. Montrer que les colonnes Ay de A peuvent s’écrire

k
Ak = Z ajkEj
j=1

sans expliciter les scalaires .



2. En déduire que A = ET, ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible.

Solution :
1. Reprenons l'algorithme d’orthogonalisation de Schmidt, alors

Ei =A/[|Al|l = A1 =oankn,
puis _ o _
FEy = Ay — <A1,E1> FEq et By = E2/||E2|| = Ay = (Al,E1> Ei+ ”EQ”EQ,

ce qui donne
Ao = a2 + aoo F.

De maniere générale

k-1 k-1
Ep= Ay =) (AEj) Ejet By = Ey/|Eyl| = Ay = (Ay,Ej) Ej + | Exl|Ex,
j=1 j=1

ce qui donne
k
Ak = E ajkEj~
j=1

2. Considérons le produit C = ET de deux matrices, £ € M, , et T € M,, ,,, alors

n
Cik = § €ijtjk-
J=1

On peut aussi considérer ¢;;, comme le ieme élément de la kieme colonne de C. Alors cette colonne
est donnée par

n
C, = FET, = thkEj-
j=1

Si 'on compare avec le résultat de la question précédente :

k
Ay = § o Ej,
Jj=1
on voit que tj; = aj pour j =1,...,k et que t; = 0 pour j =k +1,...,n, ce qui correspond a
une matrice triangulaires supérieure
11 12 ... ... O1p
0 aop ... ... a9,
T =
0
0 Qpn

La matrice T est inversible car a;; = || E;.

Exercice II1.8



1. Montrer que si @ est une matrice orthogonale, alors Q7 est orthogonale.

2. Montrer que si ) est orthogonale, alors ||Qy|| = |ly|| pour tout vecteur y de R".

Solution :

1. On a
Q orthogonale < Q'1=QT <« Q1) '=Q < @ orthogonale .

2. On va démontrer le résultat pour le carré de I'expression, ce qui est équivalent pour des réels
positifs. Dans ces équivalences, on utilise le fait que Q7Q = I.

1QylI* = (Qy)' Qy =y Q" Qy =y y = ||y||*.

Exercice II1.9

On veut effectuer une régression linéaire sur les points suivants: (—1,0.5), (0.5,1), (2,2.5). Appliquer la
méthode ”QR” pour résoudre ce probleme et utiliser SCILAB, en particulier la procédure ”qr”, pour
faire les calculs.

Solution : La matrice A et le vecteur b correspondants & ce probleme sont

1 -1 0.5
A=|[1 05 ], b= 1
1 2 2.5

Les étapes du calcul sont alors les suivantes:

— calcul de la décomposition QR par "qr” ce qui donne A = QR, ou R = < R >,

caleul de QTb = < 2 >

/7 : D R 1 = 1
— résolution de Rz = ¢, ce qui donne x = < 0.666667 )

calcul de lerreur ||d||* = 0.1666667.

Exercice I11.10

Soit A une matrice m x n de rang n < m. Soient () une matrice orthogonale et R une matrice carrée

triangulaire supérieure telles que A = @ < g >

Montrer que, si x2 désigne le conditionnement calculé a partir de la norme matricielle subordonnée

a la norme 2,
x2(R) = 1/ x2(AT A).

Solution : Revoyez le lien entre la norme ||.||2 et le rayon spectral vu au chapitre 2.
(x2(R)? = |RIFIR3 = p(RTR)p((R™H)TR™Y).
On remarque que ATA = RTQTQR = R"R = RTR donc

x2(ATA) = x2(R"R) = | R"R|l2|[|(R"R) 2,



or RTR et son inverse sont des matrices symétriques, toujours dans le chapitre 2, on a montré
IR"R||2 = p(R"R),
on a donc également
I(RTR) o = p(R"R)™) = p(R™H(RT)™!) = p((RT) 'R

On a utilisé le résultat montré dans le chapitre 2: p(AB) = p(BA) on sait d’autre part que (RT)™! =
(R"YHT, ce qui permet de terminer la démonstration.

Ce résultat est important car dans le cas des équations normales on est conduit & résoudre un
systeme dont la matrice est AT A, dans le cas de la factorisation QR on est amené a résoudre un
systeme dont la matrice est ﬁ, comme vous le savez le conditionnement est toujours supérieur a
1 donc la matrice R a un conditionnement plus faible que la matrice AT A, ce qui est intéressant
numériquement.

O



