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0 Introduction, motivations

@ Elimination de Gauss

e Factorisation LU directe : Doolittle

e Pivotage

e Matrices symétriques : factorisations LDL' et Cholesky
@ Normes matricielles

e Conditionnement
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0 Introduction, motivations

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 3/72



Introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systémes linéaires ?
e Pour résoudre des systemes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R" — R").

@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). . .

o Trés gros systéemes creux
@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systemes pleins de taille modérée
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Introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systémes linéaires ?
e Pour résoudre des systemes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R" — R").
@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). . .
o Trés gros systéemes creux
@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systemes pleins de taille modérée
@ 2 types de méthodes :

Méthodes directes
— Chap. 2.
Algorithme : on passe par toutes
les lignes de A.

O(nP) opérations fixe au départ.

Méthodes itératives
= Chap. 4.
Algorithme : suite d'itérés x(K) qui
converge Vers X.

Nombre infini (?) d’itérations.
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Introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systémes linéaires ?
e Pour résoudre des systemes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R" — R").
@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). . .
o Trés gros systéemes creux

@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systemes pleins de taille modérée
@ 2 types de méthodes :

Méthodes directes
— Chap. 2.
Algorithme : on passe par toutes
les lignes de A.

O(nP) opérations fixe au départ.

Méthodes itératives
= Chap. 4.
Algorithme : suite d'itérés x(K) qui
converge Vers X.

Nombre infini (?) d’itérations.

@ Les 2 ont leurs avantages. . . Voir plus tard (Chap 4).
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Méthode directe et factorisation

Résoudre Ax = b.

@ Algorithme de Gauss : voir Section 2.
@ — obtient une factorisation LU : voir Section 3.

@ Factorisation A= LU :

@ produit de L triangulaire inférieure (“lower”, “tri-inf”)
et U triangulaire supérieure (“upper”, “tri-sup”).

@ Attention : ce n’est PAS un changement de base!

@ — se ramener a des systemes plus faciles a résoudre :
systémes triangulaires Lx = bet Ux = b

Ly="»b

Ax=b «— L[(Ux)=b <= {Ux:y

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022



Résolution des systemes triangulaires L.x = b

Comment résoudre [x = b? (L inversible < [; # 0 Vi).
Note : tous les vecteurs de MT09 sont des vecteurs colonne (dans My (R)).

iy 0 0 0 X by
/2’1 /2’2 0 . 0 Xo b2
IxX=b <« ls1 I3z lsgg -+ 0 x3 | — | bs
' 0 :
Int In2 Inz Xn bn
h1x = b
l2,1X1 + l2.2X2 = b
=4 I3,1%1 + I3,2X2 + I3 3X3 = bs
InaX1 + InaXe + Inaxa 4+ -+ lpnXn = bn

i—1
& Vi=1,...,n ZI,-J-ijr/,-,,-x,-:b,-
Jj=1

1 i—1
= VI:1,...,n Xi:r b,'— E /i,ij R si/,",'#o.
i PN
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Résolution des systemes triangulaires L.x = b

@ Maths :

=

i—1
Ix=b < VYi=1,...,n x;= b= lijx |, silii#0.
j=1

=

i

@ Reécurrence :
Q Lignei=1:x = ,11’—‘1 (= x4 connu)
Q Lignei=2:x= ,11—1(b2 — l2.1X1) (= x4, Xz connus)
© Ligne i :sixy, xs,...x_q connus, alors X; = % (b,' — 211;11 /,"/Xj)
(= xy,Xo,...,Xj connus)
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Résolution des systemes triangulaires L.x = b

@ Maths :

. 1 -
Ix=b < Vi=1,...,n X;:E b;*Z/,’JXj R si/,'7,'§£0.
I /_1

Pour i=1 a n
Si L(i,i) = 0
Sortir, erreur : matrice L non inversible
Fin Si
s <— 0
Pour j=1 a i-1
s «— s + L(i,J) X x(3j)
Fin Pour
x(i) «— (b(i) — s) / L(i,1)

Fin Pour
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Résolution des systemes triangulaires L.x = b

@ Maths :

. 1 -
Ix=b < Vi=1,...,n X;:E b;*Z/,’JXj R si/,',,'#o.
I /_1

Pour i=1 a n

Si L(i,i) = 0 (Attention: flottants!)
Sortir, erreur : matrice L non inversible

Fin Si

s <— 0

Pour j=1 a i-1
s «— s + L(i,J) X x(3)

Fin Pour

x(i) «— (b(i) — s) / L(i,1)

Fin Pour

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022



Factorisation et déterminant

Comment calculer det(A) ?

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 8/72



Factorisation et déterminant

Comment calculer det(A) ?
@ Calcul direct : det(A) = > (—1)IN2, det A,y :

@ o :permutations de {1,...,n}, A »(jy|, matrice sans ligne / et colonne o (/)
e — colten O(n!)
e matrice 100 x 100 : calculateur & 100 PetaFlops (10'7 opérations /
s) =— 10"'s =3 103 ans.
(a4ge de l'univers ~ 14 10° ans...)
@ calcul analytique : impossible en pratique
@ et en plus : peu précis (accumulation d’erreurs) !
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Factorisation et déterminant

Comment calculer det(A) ?
@ Calcul direct : det(A) = > (—1)IN2, det A,y :

@ o :permutations de {1,...,n}, A »(jy|, matrice sans ligne / et colonne o (/)
e — colten O(n!)
e matrice 100 x 100 : calculateur & 100 PetaFlops (10'7 opérations /
s) =— 10"'s =3 103 ans.
(a4ge de l'univers ~ 14 10° ans...)
@ calcul analytique : impossible en pratique
@ et en plus : peu précis (accumulation d’erreurs) !

@ Par la factorisation A= LU

/11 0 0 0 Uqq * * *
* /22 0 0 0 Ugo * *
A — LU — * * I33 0 0 0 Uzz *
S 0 SR
* * * s Inn 0 0 0 s Upn

e Calculer la factorisation : = co(t en O(n®) (voir plus loin)
) det(A) = det(L) X det(U) = le_7:1 liui.
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Remarques

@ Calcul du déterminant : un enseignement fondamental
o calcul “analytique” : parfois ne marche pas en pratique !
o méthodes “naives” souvent vouées a I'échec
@ — besoin de déterminer le co(t (taille mémoire, nombre
d’opérations), la stabilité et la robustesse d’un algorithme.

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022



Remarques

@ Calcul du déterminant : un enseignement fondamental
o calcul “analytique” : parfois ne marche pas en pratique !
o méthodes “naives” souvent vouées a I'échec
@ — besoin de déterminer le co(t (taille mémoire, nombre
d’opérations), la stabilité et la robustesse d’un algorithme.

En théorie, la pratique et la théorie donnent le méme résultat.
En pratique : non.
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@ Elimination de Gauss
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Elimination de Gauss : objectifs et notations

Hypothése : A matrice carrée n x ninversible, b € R".

@ écrire l'algorithme : maths et informatique.
@ voir les conditions de fonctionnement

@ construire la factorisation A = LU

@ A :ligneide A.
@ A; :colonne j de A.
@ siC=AB,alors Cj = AB;jet C; = AB.
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Exemple de produit matriciel

Ac MijzetBe Msp

b1 by
AB = (a1aipais) | bot bop
b3 b3o

(a1,1b1,1 + @1 2b21 + a1 gbs.1]a1,1b1 2 + @1 2b20 + as 3bs 2)
= a1y (b11b12) + @12 (b21|b22) + arz (bs1|bs2)
= a11By + a12B, + a1 3B;s.

Conclusion :

n
Ci=AB=> ayxB
k=1

Lien vers LU .
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Elimination de Gauss : exemple 3 x 3 Ax = b
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Elimination de Gauss : exemple 3 x 3 Ax = b
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Elimination de Gauss : exemple 3 x 3 Ax = b

@ _ A
A = A (1)
M1 2 -1 X1 2 A(z) — A(1)7527.1A(1)
Ax=b & 2 5 3 x | = | 11 2 2 T A
-1 0 2 X3 3 A1
- @ _ A _ A
| 40 = A - A
A e
12 1 X1 2 2
o 0 1 5 X | =17 22 22 o
@) _ @ _ E2 @)
L0 2 1 X3 5 A, = A 7;T)ZA2
2.2
ri 2 - Xq 2
g 0 1 5 X0 | = 7 <:>A(3)x:b(3)
L0 0 -9 X3 -9
1 0 O
(1
24
A=lUavecU=A®et L = |
A @
B By
M @
a4y G5
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Elimination de Gauss : cas général

r .1 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) 7
a3 325 ‘322? agé;;q agz,;; &y k1 & ky2 e azé?
S N s R AR
0 0 a3 83 k1 a3 k a3 k+1 83 k2 a3n

i : (k—1) (k=1)  _(k-1) (k—1) (k—1)
Atk )= 0 0 0 a1 k1 ak(fk1).k 1kt Bkt k2 e ak(fk}n
0 o e Ll e
0 0 0 0 af(k')w Kk etk Gt k2 e 32(451 n

0 0 0 0 Aok Gkfokit  Gkizkiz - Bkian
; : : : K k ;

Y 0 o ... 0 a, i aE1,l)<+1 aL,I)(JrZ af,,,), g
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Elimination de Gauss : cas général

Alk+1)

o o

(1)
A ki1

2
3
a3 ki1

(k—1)
1 ki1
A ki1

(k41)
k+1,k-+1
K+

|
812, k+1

(k+1)

an,k+1
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(1)
Y ki2

8 kt2

(3)
as,k+2

(k—1)
81 ki2
8 ky2
(k1)
ki 1.k42
a(k+1)
k+2,k+2

(k1)

an,k+2
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r 50 (1)
ag,% a5
0 a(;é
0 0
aken_| O 0
0 0
0 0
0 0
o o
AR Alk+1)

H 0 N

(
1,
¢
2,
3
3,

W= —w—

A(k+1)

A2k+1)

Ak

fa b o
(k+1)
Ay

(
k1
a5 ki

3
a3 ki1

g ket
R
k1, k1

)
812 k41

(k+1)

an,k+1

(k+1)
A

(k+1)
Ak+2

A1)

L2n
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g
i
as,k+2
(k—.1) (k—1)
A1 kt2 ak(—k1)An
ik )
+ +
A1 k42 8 i1.n
) k)
k+2,k+2 k-+2,n
(k1) (k1)
ap kt2 an,n
)
(k) kiik a(k)
Ay — —m A
k)"k
(k) ki2.k a(k)
Ak+2 - (k) Ak
k., k
AR _ Pk p(6)
An” — Ty B
a
k. k
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Elimination de Gauss : méthode

20
AR A§k> AL = A A
A [ k. k
A = A (k+1) ® Al a0
AR ACk+T) ._2. z Ao’ = Al 2(k2)'kAk
(k+1) *)
P ' o
AT = A A = A Ak
A k
Donc : on pose A(Y) = A, puis on calcule
(k+1) (k) P
. 1 A = A " Vi=1,...,k
Vk=1,...,n—1 : \
) N A§k+1) _ A’(k) _ a(,kk Af(k) Viek+1,...,n

On obtient U = A", triangulaire supérieure. (On fait pareil pour b).
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Elimination de Gauss : méthode

A(k+1)

A3k+1) _

AK) s A(k+1) .
(k+1)
g

A

Donc : on pose A(Y) = A, puis on calcule

(k+1)
A

Vk=1,...,n—1: A(k+1)

On obtient U = A", triangulaire supérieure. (On fait pareil pour b).

(k)
a:
On pose /j = (’—kk) pouri=k+1,...,n.
e k
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Elimination de Gauss : algorithme

Pour k=1 jusqu’a n-1
Si |A(k,k) < tol
Sortir, erreur : pivot nul
Sinon
Pour i=k+1l Jjusqu’a n
c < A(i,k) / A(k,k)
b(i) «— b(i) - ¢ X b(k)
A(i,k) «<— O
Pour j=k+1 jusqu’a n
A(i,j) «<— A(i,J) - c¢ x A(k,]J)
Fin Pour
Fin Pour
Fin Si
Fin Pour
Si |A(n,n)| < tol
Sortir, erreur : pivot nul

Fin Si

UTC, A2022
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Elimination de Gauss : algorithme, co(t

Calcul du nombre de multiplications et divisions :
Calcul similaire pour les additions.
Commencer par les boucles les plus internes.

@ 2eme boucle interne (en j) : n — k multiplications.

@ 1ére boucle interne (en i) : (n — k)? 4+ 2(n — k) multiplications et divisions.
@ boucle externe (en k) : S0}

v—1(n— K)? +2(n — k) multiplications et divisions.

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol
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Elimination de Gauss : algorithme, co(t

Calcul du nombre de multiplications et divisions :
Calcul similaire pour les additions.
Commencer par les boucles les plus internes.

@ 2eme boucle interne (en j) : n — k multiplications.
@ 1ére boucle interne (en i) : (n — k)? 4+ 2(n — k) multiplications et divisions.

n—1

@ boucle externe (en k) : >°7—; (n — k)? + 2(n — k) multiplications et divisions.
Codt to£al :
-
1)n(2n — 1) n
C= n—k?+2(n—k +2 24 nn-1)~ —.
k;( Zp p= +n(n—1)~ 3

(Rappel:sz_w tZ _n(n+1 )

p=1
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Elimination de Gauss : algorithme, co(t

Calcul du nombre de multiplications et divisions :
Calcul similaire pour les additions.
Commencer par les boucles les plus internes.

@ 2eme boucle interne (en j) : n — k multiplications.
@ 1ére boucle interne (en i) : (n — k)? 4 2(n — k) multiplications et divisions.
@ boucle externe (en k) : Z;: (n — k)? 4+ 2(n — k) multiplications et divisions.
Codt total :
n—1

C=3(n—k?+2(n—k Zp+2p M Fa(n—1)~ T

(Rappel:ipz_w tz —n(n+1

p=1

Théoreme (Colt computationnel de Gauss)

Le codt de I'algorithme de Gauss est en %3 multiplications.
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Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On pose A(Y) = A, puis on calcule

AR A0 Vi=1,...,k a;
Vk=1,...,n—1: ;{k“) B ;ﬁk) PG . avec /jx = @
: = A — kA Vi=k+1,...,n a

—I

On fixe une ligne i et on regarde les
modifications :

AV = p

AD AN A0

A AV 144

3 2 2

A = AP —ipAY
AT = AT gAY
A = AT AL
A(/+1) _ A(/)

=i =i

(+2)  _ Al+1)

AT = A

AN p-2)

A(:) _ A’t:—n

A A
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Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On pose A(Y) = A, puis on calcule

(k1) a0 . (k)
vk=1n-109 Sy T G W o aves =
A = A" i A" Yi=k+1,...,n Ak
On fixe une ligne i et on regarde les
modifications : On somme et on élimine les termes :
AZ;; _ A'@) (1) Aﬁ") Al 1A$ - /LZA(ZZ)
S S ) (i-1)
A = A? LA —lii—2Ai_5" = lii—1 A},
o ;'—1 i-2 i—2
Afh b= AE 1; 2Bl 21;
i i— j—
Ai. = Ai. - Ii,i—1A,'_1
A(/+1) _ A(/)
=i =i
(i+2)  _  AU+1)
A = A
Ln=1) (-2
g LR M
Al Al
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Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On pose A(Y) = A, puis on calcule

(k+1)
vk=1,...,n—1 :{ A

—I

On fixe une ligne i et on regarde les
modifications :

1

AY = a

AP = AV AY

A = AP —ipAY

AT = AT gAY

A = AT AL
. .

- A

A,‘ = A,’

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol

A )
AR A9 A ik, A

Vi=1,...,k a
avec /jx =

On somme et on élimine les termes :

AV = A= gAY 124D
—lii oA — 1 ATV
ce qui donne i1
A = A+ 0AD

UTC, A2022




Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On a pour toute ligne i :

i—1
A = A"+ > /i,jA,(-n) = i1 A + 112A0 + -+ [ A7+ AP
=

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 19/72



Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On a pour toute ligne i :

i—1
A = A"+ > /i,jA,(-n) = i1 A + 112A0 + -+ [ A7+ AP

=1

()

A2:>

A

= [ /,"1 /,‘72 /,‘7,',1 1 } X

A,

A
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Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On a pour toute ligne i :

i—1

A = A"+ > /i,jA,(-n) = i1 A + 112A0 + -+ [ A7+ AP
j=1
AP
A
= [ /,"1 /,‘72 /,‘7,',1 1 } X
n
A
A"
- AE:; -
A
A"
= [ /,'71 /,'72 /,‘7,'_1 1 0o ... 0 ] X =i=1
gl
Ay
LAY
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Elimination de Gauss : factorisation A = LU

On a pour toute ligne i :

i—1

A = A"+ > /i,jA,(-n) = i1 A + 112A0 + -+ [ A7+ AP
=1
AP
A
= [ /,"1 /,'72 /,‘7,',1 1 } X
n
A
A"
- Aé:z -
A
A"
= [ /,'71 /,'72 /,‘7,'_1 1 0o ... 0 ] X =i=1
4
AD,
LAY ]
= L;x A" et L, nulle a droite du terme de la diagonale. . .

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol

UTC, A2022



Elimination de Gauss : factorisation A =

Conclusion
A=LxA" Yi=1,....n — A=LxA"= LU,

a condition que les pivots asﬁ soient tous non nuls.

La matrice L est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
La matrice U est triangulaire supérieure avec les pivots afff,z sur la
diagonale.

Attention : les pivots ne sont pas les termes diagonaux : ag(’f,)( # a k-

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022

20/72



Elimination de Gauss : aspects pratiques

Note : en pratique, on ne calcule pas les termes qui sont nuls. On ne modifie que la
partie carrée en bas a droite de taille n — k.

En pratique, on n’a besoin que d’'une seule matrice (on utilise 'espace mémoire de A,
qui est écrasée). On stocke L dans la partie inférieure stricte (les 1 sur la diagonale ne
sont pas stockés) et on stocke U dans la partie supérieure,
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Elimination de Gauss : existence et unicité de A =

Théoréme (Existence et unicité de la factorisation

Soit A inversible. Si les pivots sont tous non-nuls pendant I'élimination
de Gauss, alors il existe une matrice | triangulaire inférieure

et une matrice U triangulaire supérieure inversibles, telles que A = L U.
De plus, si la diagonale de | est constituée de 1, alors la factorisation
est unique.

Démonstration : existence : faite jusgu’ici.

Unicité : supposons que A= LU = LU, telles que L et L sont tri-inf avec
diag(L) = diag(L) = 1, et U et U sont tri-sup.

L, Z, U et U sont inversibles car det(A) est non nul.

Donc LU=LU <= U=L"LU < UU'"=L"L

(Attentlon le produit matr|C|eI n’est pas commutatif 'l

UU~" est tri-sup, L~ 'L est tri-inf, donc UU ' = L="L est diagonale.

De plus diag(L™") = diag(L) = 1, donc L~'L = /et L = L. Etdonc U = U.
Il'y a unicité.
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Remarques sur les matrices triangulaires

Lemme

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures.

Alors le produit C = AB est triangulaire supérieur.
Depluscj; = a;;bjjpouri=1,...,n.

Si A est inversible, alors I'inverse D = A~ est triangulaire supérieure.

1 .
Deplus, djj = — pouri=1,....n.
a;

La proposition similaire pour les matrices tri-inf est également vraie.
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Remarques sur les matrices triangulaires

Lemme

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures.
Alors le produit C = AB est triangulaire supérieur.
Depluscj; = a;;bjjpouri=1,...,n.
Si A est inversible, alors I'inverse D = A~ est triangulaire supérieure.

1 .
Deplus, djj = — pouri=1,....n.
a;

La proposition similaire pour les matrices tri-inf est également vraie.
Voir I'exercice Chapitre 0, TD 11 (Exercice B.1.11 TDO-Exercice11).
Montrer que si A et B sont tri-sup, alors :

J
C"J = ZAi’kBk‘j VI,] = 1,. .., n, (et ijj =0sii >j)
k=i
Convention : une somme faite sur un ensemble d’indice vide est nulle.
Trouver la formule similaire pour A et B tri-inf.
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e Factorisation LU directe : Doolittle
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Factorisation LU directe : principe

Unicité = calcul direct par identification.

Si possible, c’est LA factorisation A= LU. Lien vers prod mat.
A=LU = { A= L =1,...,
—= { A= =1,....n
(
— { = Z kUkj Vi ] = 1 ,n
k=1
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Factorisation LU directe : principe

Unicité = calcul direct par identification.
Si possible, c’est LA factorisation A= LU.

Lien vers prod mat.

A=LU = {A=LU vi=1,....n
~— {A=LU Vvi=1,...,n

min(i,f)
= {Ai,/: Z LixkUkj Vijj=1,...,n
k=1

Donc principe : identifier en alternant les lignes et les colonnes de A.
Calcul matriciel ligne / colonne

SiAe Mpn, xeR"ety e RP,ona:

Ax = Aixy+Axxo+ -+ Anxp

YTA = yA +yho+- + Yphy
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

1 2 —1 1 0 O * kK
A= 2 5 8 =]« 1 0 |x| 0 » x| =LU?
-1 0 2 * o+ 1 0 0 «

@ Ligne i =1:identifier Ay =L, U=[1 0 0 |U=

IS

= Uy = A; connu.
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

*

1 2 - 1 0 O * K
A= 2 5 3 =+ 1 0| x| 0 *x | =LUM
-1 0 2 x o+ 1 0 0

@ Ligne i =1 :identifier A, = L,U = [ 1 0

*

0 U=U, = U, = A, connu.
Ut 4 A
@ Colonnej=1:A;=LUy =1L 0 = Lyuy 1 — [y = " connu.
0

1,1

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol

UTC, A2022 26/72



Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

1 2 -1 1 0 O * ok ok
A= 2 5 3 =+ 1 0| x| 0 *x | =LUM
-1 0 2 x o+ 1 0 0
@ Ligne i =1:identifier Ay =L,U=[1 0 0 ]U=U

1 = U; = Ay connu.

Ut 4 A
@ Colonnej=1:A;=LUy =1L 0 ] = Lyuy 1 — [y = 1 connu.
0

[ Ut 1
-1 1 0 O 1 2 -1
3 = 2 1 0| x| 0 % *
2 -1 % 1 0 0 &
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

1 2 —1 1 0 O * Kk ok
A= 2 5 3 =]~ 1 0 X 0 *« « | =LU???
-1 0 2 * o 1 0 0 «
@ Ligne i =1 :identifier Ay =L,U=[1 0 0 ]JU=U, = U, = A, connu.

A
— L1 = 21 connu.
u

1,1
1 2 -1 1 0 0 12 —
A=| 2 5 3 |=| 2 1 0|x|0 « =«
-1 0 2 . 0 0 «

@ Lignei=2:A,=L,U=[loy 1 0]U=l 1U;+U,

= U, = A, — I>,1 Uy connu.

U1,1
o CoIonnej:1:A1:LU1=L[ 0 = LqUy 1
0
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3
1 2 -1 1 0 O * ok ok
A= 2 5 8 =+ 1 0| x| 0 x % |=LUM
|: -1 0 2 :| |: * o 1 :| |: 0 0 « :|

@ Ligne i =1 :identifier Ay =L,U=[1 0 0 ]JU=U, = U, = A, connu.

Ay
= —— connu.
u

Ut 4
o CoIonnej:1:A1:LU1=L[ 0 = Lyuy 1 = L4
0 1,1

1 2 -1 1 0 0 12 —
A=| 2 5 3 |=| 2 1 0|x|0 « =«
-1 0 2 . 0 0 «

@ Lignei=2:A,=L,U=[loy 1 0]U=l 1U;+U,
= U, = A, — I>,1 Uy connu.

Uy 2
@ Colonnej=2:A,=LU, =L |: Uz » :| =Liup+ Loun o
0

1
= lp=— (Ay— L1uy ») connu.
Uz 2
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

1 2 —1 1 0 O * kK
A= 2 5 8 =]« 1 0 |x| 0 » x| =LU?
-1 0 2 * o 1 0 0 «

@ Ligne i =1 :identifier Ay =L,U=[1 0 0 ]JU=U, = U, = A, connu.

1, A
@ Colonnej=1:A;=LUy =1L 0 = Lyuy 1 — [y = 1 connu.
0

[ Ut 1
-1 1 0 O 1 2 -1
3 = 2 1 0| x| 0 % *
2 -1 % 1 0 0 &

@ Lignei=2:A,=L,U=[loy 1 0]U=l 1U;+U,
= U, = A, — I>,1 Uy connu.

Uy 2
@ Colonnej=2:A,=LU, =L |: Uz » :| =Liup+ Loun o
0

1
= lp=— (Ay— L1uy ») connu.
Uz 2

1 2 1 1 00 12 1
A=| 2 5 3 |=| 2 1 0]x|o0o 1 5
10 2 21 0 0 =«
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Factorisation LU directe : exemple 3 x 3

@ Lignei=3:A;=[ lz1 lz2 1 ]U=1I31Us+ /32U, + Ug

= Uz = A3 — 31Uy — I32U, connu.

12 i 0 0 12 1
A=| 2 5 3 |=| 2 1 0of|x|0 1 5
-1 0 2 ~1 2 1 0 0 -9
Note : en pratique, on ne calcule pas les termes qui doivent étre nuls (parties

triangulaires nulles de L et de U) ou égaux a 1 (diagonale de L).

Pour que les calculs soient possibles, il faut que les u; ; soient hon nuls. Ce
sont les pivots de I'élimination de Gauss.
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Factorisation LU directe : cas général

Récurrence :
Supposons que U,, L1, U,, L, ..., U,_, et Lx—1 sont connus. Alors
@ Lignei=k:

Ac = LU=[le oo gt 1.0 ... 0]U
= Ikl +--+ lkk—1U,_y + Uy
k—1
= U, = A — Z lkjU;  connu
j=1
On ne modifie que les termes j = k a n (U est tri-sup).
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Factorisation LU directe : cas général

Récurrence :
Supposons que U,, L1, U,, L, ..., U,_, et Lx—1 sont connus. Alors
@ Lignei=k:
A = LU=[li1 ... ks 1 0 ... 0]U
= Ikl +--+ lkk—1U,_y + Uy
k—1

:>gk :Ak _Z/k,jgj connu
j=1
On ne modifie que les termes j = k a n (U est tri-sup).

@ Colonne j=k:siugx#0
Ak

T

LUk:L[ULk Uk—1,k Uk k 0 ... 0}
Lyuy g+ -+ + Lx—1Uk—1,x + LeUk .k

k—1
1
= = — | Ak — Liu; connu
k U x ( k Z f /,k)

Ne modifier que les termes i = k +1a n (L esttri-infet L;; = 1).

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 28/72



Factorisation LU directe : cas général

Récurrence :
Supposons que U,, L1, U,, L, ..., U,_, et Lx—1 sont connus. Alors
@ Lignei=k:

Ac = LU=[le oo gt 1.0 ... 0]U
= Ikl +--+ lkk—1U,_y + Uy
k—1
= U, =A > IkU; connu
j=1
On ne modifie que les termes j = k a n (U est tri-sup).
@ Colonne j=k:siugx#0

Ak

T

LUk:L[ULk Uk—1,k Uk k 0 ... 0}
Lyuy g+ -+ + Lx—1Uk—1,x + LeUk .k

k—1
1
= ly=—| A — Liuj connu
k U x ( k Z f /,k)

Ne modifier que les termes i = k +1a n (L esttri-infet L;; = 1).

Récurrence achevée.
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Factorisation LU : algorithme de Doolittle

(sans écraser A)

Initialiser L a I et U & 0 dans My,.
Pour k=1 jusqu’a n
Pour j=k jusqu’a n
k—1
Ulk,3) +— Ak, 3) - Y L(k,p) X U(p,3)
p=1
Fin Pour

Si |U(k,k)I< tol

Sortir, erreur : pivot nul
Fin Si
Pour i=k+1 jusqu’a n (sauté pour i=n)
k—1
L(i, k) «— 1/U(k,k) X ( A(i,k) - Y L(i,p) X U(p,k))

p=1
Fin Pour

Fin Pour

3
Codt identique a Gauss : ~ — multiplications.

3
(A montrer, Chap 2, Exo TD n° 3.).
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e Pivotage
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0 11, . .
inversible, mais

Que faire si un pivot est nul ? Exemple : A = [ 10

8211) =aq = 0!

— permuter des lignes de A (ou des colonnes, inconnues x).

Définition

Soit A € Mpp.
La sous matrice principale d’'ordre k < nde A notée [A], est définie
par :

[Alk = (@ij)i=1,... kij=1,..k

1 2 1 0 0 1 2 -1 det([A];) = 1
A=| 2 5 3 (=] 2 1 0|x|0o 1 5 det([Al2) = 1,
[ 1 0 2 } [ 4 2 1 } { 0 0 -9 } { det([A]s) = —9.
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Remarques sur les matrices par blocs...

Lemma (matrices par blocs)

Soit une matrice carrée, triangulaire supérieure par blocs. Alors son déterminant vaut :

det ({ 6‘ g ]) — det(A) x det(C), et det ([ g ) D — det(D) x det(F).

Démonstration : extension de Chap 0, exo TD n° 12.
Remarque : tri-inf par bloc # tri-inf. (idem pour tri-sup). Prenez un exemple !
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Remarques sur les matrices par blocs...

Lemma (matrices par blocs)

Soit une matrice carrée, triangulaire supérieure par blocs. Alors son déterminant vaut :

det ({ 6‘ g ]) — det(A) x det(C), et det ([ g ) D — det(D) x det(F).

Démonstration : extension de Chap 0, exo TD n° 12.
Remarque : tri-inf par bloc # tri-inf. (idem pour tri-sup). Prenez un exemple !

(% 5))
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Remarques sur les matrices par blocs...

Lemma (matrices par blocs)

Soit une matrice carrée, triangulaire supérieure par blocs. Alors son déterminant vaut :

det ({ 6‘ g ]) — det(A) x det(C), et det ([ g ) D — det(D) x det(F).

Démonstration : extension de Chap 0, exo TD n° 12.
Remarque : tri-inf par bloc # tri-inf. (idem pour tri-sup). Prenez un exemple !

det ({ é g D # det(A) det(D) — det(C) det(B)

Attention : ARCHI faux ! car B et C sont rectangulaires en général !'!
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Pivot nul : CNS pour I'élimination de Gauss

Théoréme (2.4.2)
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ Proposition 1 :
Tous les pivots aﬁ(’,? sont définis et agf,? #0, k=1,...,n.

@ Proposition 2 :
A admet une factorisation A = .U avec U inversible .

@ Proposition 3 :
[Al1, [Alz, ..., [A]n inversibles.
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Pivot nul : CNS pour I'élimination de Gauss

Théoréme (2.4.2)
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@ Proposition 1 :
Tous les pivots aﬁ(’,? sont définis et agf,? #0, k=1,...,n.

@ Proposition 2 :
A admet une factorisation A = .U avec U inversible .

@ Proposition 3 :

[Al1, [Alz, ..., [A]n inversibles.

Prop. 3 : critere théorique

— Prop. 3 vraie pour certaines matrices : symétrique définie positive (SDP), a
diagonale strictement dominante (voir plus tard et Exo5 TD)
— En pratique : on ne calcule pas les det([A]«), on calcule les pivots et on vérifie au
fur et a mesure s'ils sont nuls ou pas.

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 33/72



Pivot nul : CNS

Démonstration :

@ On a déja prouvé Prop. 1 = Prop. 2:
élmination de Gauss faisable jusqu’au bout
<= les pivots existent et sont tous non nuls

— factorisation A = [ U faisable (et det(U) = H Ui = H a") +0).

1,1
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Pivot nul : CNS

Démonstration :

@ On a déja prouvé Prop. 1 = Prop. 2:
élmination de Gauss faisable jusqu’au bout
<= les pivots existent et sont tous non nuls

—  factorisation A = LU faisable (et det(U) = H Uii = H al #0).

@ Prop.2 — Prop.3:soit1 <k <n. Decomposmon de A= LU en blocs de
tailles k et (n — k) :

A:[[A]k B} _ {[L]k O}X{[%]k g]
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Pivot nul : CNS

Démonstration :

@ On a déja prouvé Prop. 1 = Prop. 2:
élmination de Gauss faisable jusqu’au bout
<= les pivots existent et sont tous non nuls

—  factorisation A = LU faisable (et det(U) = H Uii = H al #0).

@ Prop.2 — Prop.3:soit1 <k <n. Decomposmon de A= LU en blocs de
tailles k et (n — k) :

>
I
>
=
@
|

e N

_ {[L]k[u]k LG }
E[Ul. EG+FH

En identifiant : [A]x = [L]«[U]x. Comme 0 # det(U) = det([U]«) det(H) et
1 = det(L) = det([L]) det(F), on a det([A]x) # 0.

Donc [A]« est inversible.
On a det([Alx) = 1 x det([U]x) = [T, ui (produit des k premiers pivots.)
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Pivot nul : CNS

Démonstration :

@ On a déja prouvé Prop. 1 = Prop. 2:
élmination de Gauss faisable jusqu’au bout
<= les pivots existent et sont tous non nuls

—  factorisation A = LU faisable (et det(U) = H Uii = H al #0).

@ Prop.2 — Prop.3:soit1 <k <n. Decomposmon de A= LU en blocs de

tailles k et (n — k) :
AL

_ {[L]k[u]k LG }
E[Ul. EG+FH

>
I
>
=
@
|

En identifiant : [A]x = [L]«[U]x. Comme 0 # det(U) = det([U]«) det(H) et
1 = det(L) = det([L]) det(F), on a det([A]x) # 0.

Donc [A]« est inversible.

On a det([Alx) = 1 x det([U]x) = [T, ui (produit des k premiers pivots.)

@ Prop. 3 = Prop. 1 : voir le poly (Doc. B.1.1).
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Permutation de ligne si pivot nul.

Soit A inversible.

Si (k — 1) étapes faisables sans permutations (af,f,? #0,i=1,...,k—1):
r 1 1 1 1 1 (1 T
i aﬁz’% aﬁz’%*‘ aﬁz’% aﬁz‘;k“ aZz‘:”
0 a5 G k1 a k 8 k1 an
: (k—1) (k=1) (k-1 (k—1)
Al — 0 4 k-1 ak(k1) k ak(k1) ket ak(k1),n
0 0 (akk) k Z{k) ket oo i{k),n
0 Ttk Fprkt1 0 Gk
K K K
[ 0o o 0 A a9, |
(k)
Ecriture par blocs : AK) = [U](’)‘ ! g(k) avec S € Mp_ ki1 n_ks
Pas de permutation, donc 0 # det(A) = det(A®)) = N¥13") x det(SW).
Donc S inversible, donc colonne Sgk) non nulle :
— il existe une ligne iy € {k,k +1,...,n} telle que aEO’i),( #0.
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Permutation de lignes si pivot nul.

Apres (k — 1) étapes, il existe une ligne ip € {k,k +1,...,n} telle que & # 0.
Donc si &, = 0, on permute les lignes s et k : A®)— A®
= ag) = agi)k # 0 nouveau pivot

— det(A®) = — det(A®) (car 1 permutation).

Proposition (2.4.1)

Soit A une matrice inversible. A toute étape k de la méthode

d’élimination de Gauss, il existe au moins un élément non nul dans la
colonne k et situé sur la ligne i avec i > k.
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Permutation de lignes : factorisation PA = LU.

Théoreme (2.4.4)

Soit A une matrice inversible. Alors il existe une matrice triangulaire inférieure L, une
matrice triangulaire supérieure U, et une matrice de permutation P telles que

PA=LU.

@ P matrice de permutation : que des 0, un seul 1 par ligne et par colonne.
det(P) = 1.

@ La décomposition PA = LU n’est pas unique ! (choix de plusieurs iy en général.)
@ Démonstration (hors programme) : truc “magique” dans I'’échange de lignes.
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Permutation de lignes : factorisation PA = LU.

Théoréme (2.4.4)

Soit A une matrice inversible. Alors il existe une matrice triangulaire inférieure L, une
matrice triangulaire supérieure U, et une matrice de permutation P telles que

PA=LU.

@ P matrice de permutation : que des 0, un seul 1 par ligne et par colonne.
det(P) = 1.

@ La décomposition PA = LU n’est pas unique ! (choix de plusieurs iy en général.)

Démonstration (hors programme) : truc “magique” dans I'échange de lignes.

@ En pratique : on fait des permutations a chaque étape k pour améliorer la
précision.
On choisit le plus grand pivot possible en valeur absolue.
— prendre iy € {k,k+1,...,n}tel que \aﬁo'i),(| > \a,(.f(k)| pourie {k,k+1,...,n}
@ Algorithme de Gauss avec permutation : stable par rapport aux erreurs
d’arrondis (erreurs croissent pas trop vite). (Non démontré).

@ Algorithme de Gauss sans permutation : pas stable.
Voir exemple, TD2-Exercice 6 (Exo C.2.6).

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022



Instabilité de Gauss sans permutation : exemple

Algorithme de Gauss sans permutation : instable.
Exemple : sans permutation avec un pivot “petit” :
1

1 X1 1 . = 1—¢ 1+e
= arithm. exacte x = ~
1 1 Xo 2 1—2¢ 1_¢
1—¢
. - o 0 .
arithm. flottante X = [ 1 } sifl(1—¢)=1.

Résultat tres mauvais.

UTC, A2022 38/72
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Instabilité de Gauss sans permutation : exemple

Algorithme de Gauss sans permutation : instable.
Exemple : sans permutation avec un pivot “petit” :

1
3 1 Xq 1 . - 1—¢ 1 +e
= arithm. exacte x = ~
1 1 Xo 2 1—2¢ 1_¢
1—¢
s - 0 .
arithm. flottante X = [ 1 } sifl(1—¢)=1.

Résultat tres mauvais.

Avec permutation :

[l 1}[%}:{ sifil—¢)="fl(1-2¢)=1.

=N

=T - 1
] arithm. flottante y = [ 1 }
Résultat précis.

UTC, A2022 38/72
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Instabilité de Gauss sans permutation : exemple

Algorithme de Gauss sans permutation : instable.
Exemple : sans permutation avec un pivot “petit” :

1
177 x 1 L= 1T—¢ T+e
19 | = | 2 arithm. exacte  x = 1_oe .
— &
1—¢
T o 0 .
arithm. flottante X = [ 1 } sifl(1—¢)=1.
Résultat trées mauvais.
Avec permutation :
Y, =
T } [ Vi } - [ 2 ] arithm. flottante  j = [ ! } Sif(1—e) = fi(1 —2¢) = 1.

[ € 1 5/2
Résultat précis.

Conclusion : en pratique, il faut toujours permuter (— grands pivots !)
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e Matrices symétriques : factorisations LDL' et Cholesky
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Matrices quelconques : factorisation LDV

Soit A une matrice dont toutes les sous-matrices principales sont régulieres.
Alors elle admet une unique factorisation sous la forme

A=LDV,
ou
@ | est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,

@ D une matrice diagonale réguliere
@ V est une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité.
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Matrices quelconques : factorisation LDV

Proposition

Soit A une matrice dont toutes les sous-matrices principales sont régulieres.
Alors elle admet une unique factorisation sous la forme

A=LDV,
ou
@ | est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,
@ D une matrice diagonale réguliere

@ V est une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité.

Schéma de démonstration.

@ Existence : A = LU existe.
D = diag(U) = diag ((U;,)i=1,...,n) inversible car pivots non nuls.

D~ = diag ((ﬁ);zhm,n), donc V = D~'U est tri-sup a diagonale unité.
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Matrices quelconques : factorisation LDV

Proposition

Soit A une matrice dont toutes les sous-matrices principales sont régulieres.
Alors elle admet une unique factorisation sous la forme

A=LDV,
ou
@ | est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,

@ D une matrice diagonale réguliere
@ V est une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité.

Schéma de démonstration.
@ Existence : A = LU existe.
D = diag(U) = diag ((U;,)i=1,...,n) inversible car pivots non nuls.
D~ = diag ((ui),-:hm,,,), donc V = D~'U est tri-sup a diagonale unité.

e Unicité : découle de l'unicité de A = LU. Prendre A= LDV = LDV, et prouver que les
matrices sont égales.
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Matrices symétriques : factorisation LDL”

Proposition (2.5.1)

Soit A une matrice symétrique dont toutes les sous-matrices principales sont
régulieres.
Alors elle admet une unique factorisation sous la forme

A=LDLT,
ou
@ | est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,
@ D une matrice diagonale réguliere.
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Matrices symétriques : factorisation LDL”

Proposition (2.5.1)

Soit A une matrice symétrique dont toutes les sous-matrices principales sont

régulieres.

Alors elle admet une unique factorisation sous la forme
A=LDLT,

ou

@ | est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,
@ D une matrice diagonale réguliere.

Démonstration. Factorisation A = LDV existe et est unique.
Asymétriquedonc: A= AT <= LDV =(LDV)T <= L[DV=VTDTLT =VTDLT.

Par unicité L = V7.
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Matrices symétriques : factorisation LDL”

Proposition (2.5.1)

Soit A une matrice symétrique dont toutes les sous-matrices principales sont

régulieres.

Alors elle admet une unique factorisation sous la forme
A=LDLT,

ou

@ [ est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unite,

@ D une matrice diagonale réguliere.

Démonstration. Factorisation A = LDV existe et est unique.
Asymétriquedonc: A= AT <= LDV =(LDV)T <= L[DV=VTDTLT =VTDLT.

Par unicité /. = V7.
On ne stocke que la partie utile (tri-inf par exemple).
D : ne contient pas les valeurs propres de A!!
A= [DLT n’est pas une diagonalisation de A!!
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Matrices SDP : définition

Définition (matrices symétriques (semi-)définies positives)

Soit A € M, une matrice symétrique (A” = A). Alors

n . T
A SDP P {VXGR . x"Ax>0

VxeR” . x"Ax=0=—x=0
—  {vxeR"\{0} : x"Ax>0

Et:

A semi DP — { vxeR": xTAx>0
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Matrices SDP : définition

Définition (matrices symétriques (semi-)définies positives)

Soit A € M, une matrice symétrique (A” = A). Alors

n . T
A SDP P {VXGR . x"Ax>0

VxeR” . x"Ax=0=—x=0
—  {vxeR"\{0} : x"Ax>0

Et:

A semi DP — { vxeR": xTAx>0

Rappels :

@ Asymétrique — A diagonalisable dans une BON. Il existe P orthogonale
(PT = P!, P matrice de changement de BON) et A diagonale (contenant les vp
réelles de A), telles que A = PTAP = P1AP.

@ Asemi-DP: — lesvpde Asont >0, ASDP: — lesvpde Asont> 0.
@ Décomposition en carrés de Gauss d’une forme quadratique.
@ Voir exemple.
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Formes quadratiques : rappels

Rappels :
@ soit Ae My, x € R" et y € RP. Alors

xT Ay = ZZX, Y= ZZy, =y Alx  €R.
i=1 j=1 j=1 i=1
@ soit A € M, , symétrique, x et y € R". Alors
TS D) S LIED ) LTS 9 SF VN BRIV
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 I=1
et on définit une forme quadratique ¢ : R"—R par :
n n
d(x) = xTAx = ZZX,-A,JXJ ZA ,x, +2 Z AijXiX;.
i=1 j=1 1<i<j<n

@ Asemi-DP <= &(x)>0vx e R".
@ ASDP «— &(x)>0Vx e R"\{0}.
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Formes quadratiques : exemple 3 x 3

1X2 + 1x1X2 4 2X1 X3
11 2 O(x) = xTAx={ +1xx1 +2x% + 1x2X3
A [ 1 2 1 ] . +2x3X1 + 1XaXp + 9x2
2 19 = x4+ 2x5 +9x%
+2 (1 X1Xo + 2X1 X3 + 1X2X3)

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 44/72



Formes quadratiques : exemple 3 x 3

1X2 + 1x1X2 4 2X1 X3
11 2 O(x) = xTAx={ +1xx1 +2x% + 1x2X3
A—l 1 2 1 . +2x3X1 + 1XaXp + 9x2
2 19 = Axf+2x5 +9x
+2 (1 X1Xo + 2X1 X3 + 1X2X3)
Décomposition de Gauss en carrés :
{ X2 + 2axyy

(x1 + ay)? — a?y?
(X1 +y2) (X2 +y1) = V1Yo
T ((h+R)Z=(h—k)?).

X1 X2 + X1Y1 + X2)2
Il
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Formes quadratiques : exemple 3 x 3

1X2 + 1x1X2 4 2X1 X3
O(x) = xTAx={ +1xx1 +2x% + 1x2X3
] — +2x3x1 + 1x3X2 + 9x2

11 2
A= 1 2 1
2 1 9

Décomposition de Gauss en carrés :
{ X2 + 2axyy

= AxZ+2x +9x¢
+2 (1X1X2 + 2X1X3 + 1X2X3)

(x1 + ay)? — a?y?
(X1 +y2) (X2 +y1) = V1Yo
T ((h+R)Z=(h—k)?).

X1 X2 + X1Y1 + X2)2
Il

On trouve
O(x)=x"TAx = 1(1xi4+1x4+2x )2 +1(1x—1x )2 +4( 1x )
——— — ——— ~—~

Ul Y2 y3
= 1yZ41y2+4y2 >0.
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Formes quadratiques : exemple 3 x 3

1X2 + 1x1X2 4 2X1 X3
O(x) = xTAx={ +1xx1 +2x% + 1x2X3
] — +2x3x1 + 1x3X2 + 9x2

11 2
A= 1 2 1
2 1 9

Décomposition de Gauss en carrés :
{ X2 + 2axyy

= AxZ+2x +9x¢
+2 (1X1X2 + 2X1X3 + 1X2X3)

(x1 + ay)? — a?y?
(X1 +y2) (X2 +y1) = V1Yo
T ((h+R)Z=(h—k)?).

X1 X2 + X1Y1 + X2)2
Il

On trouve
O(x)=x"TAx = 1(1xi4+1x4+2x )2 +1(1x—1x )2 +4( 1x )
N—— N—— ~~
)l 1Z] 3
= 1y24+1y24+4y2 >0.
Donc pour tout x € R3, d(x) > 0 et
d(x)=0 = Ys=yo=y1 =0

< X3=X=x1=0 <= x=0

Donc ¢ DP.
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Formes quadratiques : exemple 3 x 3

Décomposition de Gauss en carrés :
d(x)=x"Ax = (Ixi+1xe+2x3 )2+ (1xe—1x3 )2 +4( 1x3 )?
—_— —— ~~

Y2 Y3

n
= 1y +1yf+4yi =y Dy

y
1 1 2 1 0 O
avecy=LTx,oul"T=|0 1 —1 |,etD=|0 1 0 |.Donc
0 0 1 0 0 4
o(x)=x"Ax =y Dy = (L"x)" D(L"x) =x"LDLTx

donc
A=1DL".
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Formes quadratiques : exemple 3 x 3

Décomposition de Gauss en carrés :
d(x)=x"Ax = (Ixi+1xe+2x3 )2+ (1xe—1x3 )2 +4( 1x3 )?
—_— —— ~~

Y2 Y3

n
= 1y +1yf+4yi =y Dy

y
1 1 2 1 0 O
avecy=LTx,oul"T=|0 1 —1 |,etD=|0 1 0 |.Donc
0 0 1 0 0 4
O(x)=x"Ax=y Dy = (LTX)T D

donc
A=1DL".

De plus, ici, D;; > 0, donc il existe G diagonale tq. D = G® et G;; = ++/D;,; > 0.
A=LDL" = (LG)(GL") = (LG)(G'L") = (LG)(LG)" =cCT

et

0 o0
CT_GTLT_[O Vi 0][
0 o0
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Matrices symétriques définies positives
de Cholesky

Soit A matrice SDP.

Alors toutes ses sous-matrices principales [A]x sont réguliéres.

: factorisation

Démonstration : voir poly.
—  donc A SDP admet une factorisation : A= LDLT.
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Matrices symétriques définies positives : factorisation
de Cholesky

Théoreme (2.5.3 : factorisation de Cholesky)

Soit A matrice SDP.
Alors elle admet une unique factorisation de Cholesky sous la forme

A=cCcC’, ou

@ C est triangulaire inférieure, et C;; > 0, Yi=1,...,n.
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Matrices symétriques définies positives : factorisation
de Cholesky

Théoreme (2.5.3 : factorisation de Cholesky)

Soit A matrice SDP.
Alors elle admet une unique factorisation de Cholesky sous la forme

A=cCcC’, ou

@ C est triangulaire inférieure, et C;; > 0, Yi=1,...,n.

Démonstration : Existence. A SDP : donc Vk les [A]x sont SDP donc inversibles. Donc il existe
une unique factorisation A= LDLT.
De plus, Vx, x TAX = xTLDLTx = (LTx)TD(LTx) =y Dy =37, D jy?, avec y = L x.
Comme LT est tri-sup avec diagonale unité, elle est inversible. Donc pour i =1,...,n,
y=6 <= x=L"Te #0.Doncpourx=_L"Te #0,0onax’Ax = (e) De;=D;;>0.
Donc il existe G diagonale tq. D = G? et G;; = ++/Djj > 0.0npose C = LG et

A=LDLT =(LG)(GLT) = (LGY(GTLT) = (LG)(LG)T = cCT.
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Matrices symétriques définies positives : factorisation
de Cholesky

Théoreme (2.5.3 : factorisation de Cholesky)

Soit A matrice SDP.
Alors elle admet une unique factorisation de Cholesky sous la forme

A=ccT, ou
@ C est triangulaire inférieure, et C;; > 0, Yi=1,...,n.

Démonstration : Existence. A SDP : donc Vk les [A]x sont SDP donc inversibles. Donc il existe
une unique factorisation A= LDLT.
De plus, Vx, x TAX = xTLDLTx = (LTx)TD(LTx) =y Dy =37, D jy?, avec y = L x.
Comme LT est tri-sup avec diagonale unité, elle est inversible. Donc pour i =1,...,n,
y=6 <= x=L"Te #0.Doncpourx=_L"Te #0,0onax’Ax = (e) De;=D;;>0.
Donc il existe G diagonale tq. D = G? et G;; = ++/Djj > 0.0npose C = LG et

A=LDLT =(LG)(GLT) = (LGY(GTLT) = (LG)(LG)T = cCT.

Démonstration : Unicité. On suppose que A= CCT = CCT. Comme C est tri-infet C;; > 0
et CT tri-sup et C;; > 0, les matrices C et CT sont inversibles (Voir Chap. 0, exo TD 11). Donc
D= CTC~T = C~'C : matrice tri-sup et tri-inf donc diagonale, et D;; = C; ;/Ci; = C; ;/Ci..
Donc C?, = C,?,,. & C;;=C;jcar>0.Donc D= let C= C. Unicité.
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky : A =

Cra 0 0
Ca Ca2 0
Ca C3,2 C3,3
Cn=11 Cpn_12 Cpo1g3
Cn,1 Cn,2 Cn,a

Unicité de la factorisation

T

0 0 Ci1 Con o Capn Cn—1,1
0 0 0 Cop Cap Cno1,2
0 0 0 0" Cas Cn13
Cn—1,n—1 0 0 0 0 Cn—1,n—1
n,n—1 Cn,n 0 0 0 - 0

: = ftravaille par identification (diagonale /ligne ).
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky : A= CCT

Ci 1 0 0 o 0 0 Cia Cai Csi +-o Co_in Ch 1
Can Coz 0 . 0 0 0 Coo Caa ---  Cnot1z Cno
Can Caz Caz .- 0 0 0 0" Csz ... Cn1s Cna
Cn—1,1 Cpn—12 Cpo13 - Cpoq,n—1 0 0 0 0 oo Cpin—1 Cpoan
Cn.1 Cn,2 Cn,3 s Cn,n—1 Cn,n 0 0 0 s 0 Cn,n

Unicité de la factorisation : —- travaille par identification (diagonale /ligne ).

@ Ai 1 =Cq1Cq, = Cy1=14/A11
A.
Sii>1:A1=0Ci1C4 = Cj1 = CI’1

1,1
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky : A= CCT

C1 4 0 0 0 0

Ci1 Con o Capn Cn—1,1

Cat Cas 0 0 0 0 Cop Caa Cn_12

Ca1 Cap Cag ... 0 0 0 0 Cag Cn_13

Cn=11 Cpn_12 Cpo1g3 Cn—1,n—1 0 0 0 0 Cn—1,n—1
Cn,1 Cn,2 Cn,a n,n—1 Cn,n 0 0 0

Unicité de la factorisation : —- travaille par identification (diagonale /ligne ).

@ Ai 1 =Cq1Cq, = Cy1=14/A11

A.
Sii>1:A;1=Ci1Ci = Ciq = i, 1
Ci 1
o A2,2 = 02,1 C2,1 + 02720272 —_— C2.’2 = A2,2 _ 05,1
Sii>2 :Ai,2 = C,',1 02’1 + CI,ZCZAQ — Ci,2 = (A,.’2 _ Ci,1 0271)

Coz
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky

Unicité de la factorisation : — travaille par identification (diagonale /ligne ).
Pouri,j =1,...,n, en utilisant le fait que C est tri-inf :

min(i,/) min(i.j)
A= CCT <~ A,"j: Z C,"k(CT)kJ <~ A,"j: Z C,‘7ij,k
k=1 k=1
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky

Unicité de la factorisation : — travaille par identification (diagonale /ligne ).
Pouri,j =1,...,n, en utilisant le fait que C est tri-inf :

min(i,/) min(i,j)
A=CCT = Ay= > Cik(CTkj = Ay= D CikCik
k=1 k=1
o A171 :C1a1c1,1 :>C1,1 :\/A171
A.
Sii>1:A1=Ci1Ci = Cjq = i1
Ci 1
@ Ao =0Cp1Co 1+ Co2Co = Cop = /A2 — CSJ
. 1
Sii>2:Ai>=Ci1Cs1+ Cj20Cs» = Cjp = o (Aiz — Ci1Ca1)
2,2
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Matrices SDP : principe de la factorisation de

Cholesky

Unicité de la factorisation : — travaille par identification (diagonale /ligne ).
Pouri,j =1,...,n, en utilisant le fait que C est tri-inf :

min(i,/) min(i,j)
A= CCT < Ai,j = Z Cf’k(CT)k’j — Al',j = Z Ci,ij,k
k=1 k=1
® A1 =C1,1C1 = Ci1 = /A1
A.
Sii>1:A1=Ci1Ci = Cjq = i, 1
Ciq
@ Ao =Cp1Co1+ C2pCop = Cop = \[Ae2 — C3,
. 1
Sii>2 :Ai,2 = C,',1 62,1 + c,"QCZAg — Ci,2 = Ci (Ai,2 _ Ci,1 02’1)
2,2
@ Pourj > 1donné:
j—1
2 2 2 _
A,/—C +Cj72 +Cl1+cj,j = (= A].J,,ZC

Sii>jiAjj=Ci1Cj1+ CioCio+...+ Cij1Cjj—1 + Ci Gy

1 =
= Cij= C, (A,-,,- - c,-,kc,-,k>
; k=1
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Matrices SDP : algorithme de Cholesky

Pour jj = 1 jusqu’a n
ji—1
s «— A(33, 33) - Y, C(i3, kk)?
kk=1

Si s < tol
Sortir, erreur : A non SDP

Fin Si

C(3j3j, JJ) +— sqrt(s)

Pour ii = jj+1 jusqu’a n (sauté pour jj=n)

C(ii, 3J3J) <— 1 / C(33, 3J3I) X
Jji—1
( A(ii, 3j) - ) C(ii, kk) X C(3j, kk))

k=1

Fin Pour

Fin Pour )
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Matrices SDP : algorithme de Cholesky

Exercice

Calculer la factorisation A= CCT avec I'algorithme de Cholesky pour

11 2
A=1|1 2 1
2 1 9

Montrer que I'on retrouve le C obtenu par la décomposition en carrés de Gauss.
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e Normes matricielles
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Normes vectorielles

Définition (2.6.1 norme vectorielle)

Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou C).
On appelle norme sur E une application de E dans R notée

x = [|x|

possédant les propriétés suivantes : quel que soitx €e E,y e E, A e K :
Q Ix| >0
Q x| =0 + x=0
Q |IXx| = A |1x]| (la norme est positivement homogéne)
Q IIx+yll < lIxll+ 1yl (inégalité triangulaire)

Pour a € C ou R, |a] = module ou valeur absolue de a (|a] = v aa).
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Normes vectorielles : exemples

Exemple (Normes vectorielles usuelles)

n
Q@ E=R"ouC": |x[i=>"Ixl
i=1

n
@ E=R"0uC": |[x|a=,|>_ Ix}? (norme euclidienne),
i=1

©Q E=R'ouC": |X]|oo= _max_|x[.
i=1,...,n

ooog
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Normes vectorielles : exemples

Exemple (Normes vectorielles usuelles)

n
>,
i=1

n
> |x[2,  (norme euclidienne),
i=1

Q E=R"0uC": |x]|oo = _max_|x[.
1= n

,,,,,

@Q E=R"ouC": x|

Q@ E=R"ouC":

|X|l2

Théoréme (Normes vectorielles équivalentes sur R")

Toutes les normes vectorielles sont équivalentes surR". Soit N une norme surR",
alors

Ja,8>0 : VxeR" aN(x) < ||l < BN(X).
Pour les normes usuelles, on a :

IX[loo < lixll+ < VAllX|l2 < Al X[loo-

seconde inégalité découle de Cauchy-Schwarz.
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Normes vectorielles : autres exemples

Exemple (Normes vectorielles sur des espaces de dimension
infinie)

Q@ E=Co((0.1): |Ifllu = / (),

Q@ E=a(.1): Ilz=y /0 f2(t)a,

Q E=0Co([0,1]): Il = tg}gﬁllf(t)l,
Q.. )
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Espaces euclidiens (norme euclidienne)

Théoreme (Rappels sur les espaces euclidiens)
Si E = R" (résultats similaires adaptés pour C"), pour x,y € R" :
@ Norme euclidienne associée & un produit scalaire :

x|l = V/{x,x), avec(x,y) Zx,y,

@ Inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Chap. 2 Exo C.1.8) :

<o
i=1 i=1

Ix + 15 = IIXIIE +2(x, ) + Iy15.

106 < ixlz 1yl

Egalité dans CS <+ x ety sont liés.
© Théoréme de Pythagore :

@ Voir Chap 3...
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Normes matricielles

Définition (2.6.2 norme matricielle)
On appelle norme matricielle une application de M,(R) dans R notée

A Al

vérifiant :
Q 1Al >0,
Q JAl=0 = A=0,
Q 1Ml =X [|All, VA€ Mm(R), VA €R,
Q A+ B| < ||A|+IBll, VA€ Mm(R), VB € Mm(R),
Q 11AB| < ||Al1IBIl, YA€ Mmn(R), YB € Mnp(R).

On déduit :
1B < |IBI*, VB e Mn(R).
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Rappels sur sup et max

Soit une fonction f : X C R — R.

Definition

Le sup, quand il existe, est le plus petit des majorants de f sur X :

Vxe X @ f(x) <supf(x),

Ve>03x. € X : supf(x) < f(x:)+e.
xeX xeX

Le sup est un max quand il est atteint, c’est-a-dire si

Ix e X :  f(X) = supf(x) = maxf(x).
xeX xeX
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Rappels sur sup et max

Soit une fonction f : X C R — R.

Definition

Le sup, quand il existe, est le plus petit des majorants de f sur X :

Vxe X @ f(x) <supf(x),

Ve>03x. € X : supf(x) < f(x:)+e.
xeX xeX

Le sup est un max quand il est atteint, c’est-a-dire si

Ix e X :  f(X) = supf(x) = maxf(x).
xeX xeX

@ Sifestmajorée (M € R,Vx € X : f(x) < M), alors
le sup existe dans R et sup,.x f(x) < M.

(propriété de R, fausse dans Q.)

@ Sisup,.x f(x) existe et si A > 0, alors : sup,cx (A (x)) = Asup,cx f(X).
© Siles sup de f et de g existent, alors :
supyex (f(X) + 9(X)) < supyex f(X) + supyex 9(X).
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Exemples de sup et max

|- %, 5[ x—=tan(x) €R R > x — arctan(x) €] — 7, 5[

@ Sur R, arctan admet une infinité de majorants : M = 2 est un majorant.

@ Sur R, arctan admet un sup (le plus petit des majorants) : 7, mais pas de max (le
sup n’est pas atteint).

@ Sur] — 7, Z[, tan n"admet pas de sup.

@ Sur [, 7], tan admet un sup (qui vaut 1), et qui est atteint en 7 : ce sup est un
maxX.

@ Sur]— %, 7[, tan admet un sup (qui vaut encore 1), mais qui n’est pas atteint sur
l'intervalle : pas de max.
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Normes matricielles subordonnées

Définition (2.6.3 norme matricielle subordonnée)

Soient deux normes vectorielles sur R” et sur R™, notées || - ||. On appelle norme
matricielle subordonnée I'application de Mm,(R) dans R définie par

JAxI|
xern x40 |||

A= IAll =
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Normes matricielles subordonnées

Théoreme (norme matricielle subordonnée)
Soit A€ Mm(R).Ona:

@ Lapplication A — ||A|| est bien définie.

@ Lapplication A — ||A|| est une norme matricielle.

© Dans la définition, le sup est atteint, c’est un max.

@ On a de plus pour toute norme subordonnée :

[Ax]| < Al Ix]l, YA € Mmn(R),¥x € R".

@ Pour | € Mu(R), sion prend la méme norme vectorielle pour R" : ||/|| = 1.
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Normes matricielles subordonnées

Théoreme (norme matricielle subordonnée)
Soit A€ Mm(R).Ona:
@ Lapplication A — ||A|| est bien définie.

@ Lapplication A — ||A|| est une norme matricielle.
© Dans Ia définition, le sup est atteint, ¢c’est un max.
@ On a de plus pour toute norme subordonnée :

JAxI < IAIlIxX], VA € Mumn(R), Vx € R".

@ Pour | € Mu(R), sion prend la méme norme vectorielle pour R" : ||/|| = 1.

Démonstrations (partielles) : voir polycopié et notes de cours.
0 bien définie : soit x € R décomposé dans la base canonique de R" : x = Z/'-’:1 x;e;. Alors

en utilisant I'inégalité triangulaire et I'équivalence avec la norme infinie (||x||cc < B||x])), il
vient :

IAXI| < 3571 Xl Al < lixlloo 327 1A < (B 327 1A D IIX]I-
— si x # 0 :division par ||x|| puis passage au sup : ||A]| existe et ||A]| < ,82;’21 [IA]]-
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Normes matricielles subordonnées usuelles : valeurs

Proposition (Normes matricielles subordonnées)

Q@ avec| -||ls pourR" et R" (|| All, = SUPxeRrn, x£0 “||i||‘ L), on montre :
llAll; = L Z|A//| = Jue ||A/||1
@ avec|| - || pourR” et R™ (| All,, = SUPyern xro Ty==), 0N montre :
Al = max Z |Aij| = 12]?'§><n||(éf)TH1-

Q@ |lAll, : voir plus loin. ..
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Normes matricielles subordonnées usuelles : valeurs

Proposition (Normes matricielles subordonnées)

Ax
@ avec || -||l1 pourR" et R™ (|| All; = sup,cgn xro ”Hxll‘f) on montre :

Al = max ZIAI,A = e [ Al
@ avec|| - || pourR” et R™ (| All,, = SUPyern xro Ty==), 0N montre :

Al = max Z|A11| = e II(A,) [+

Q@ |lAll, : voir plus loin. ..

Note : il existe des normes matricielles qui ne sont pas subordonnées.

. H . n n _
Exemple : la norme de Frobenius : [|Al[r = /> i1, >°iL |Aij? = |/ trace(ATA).
Exercice : montrer que c’est une norme matricielle. Puis calculer ||/|| £ et conclure que ce n’est
pas une norme subordonnée.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 1

On pose N(A) = maxi<j<n 3Ly |Aijl = maxj—1....a([|Ajl1)- On montre [|Al; = N(A).
@ Majoration : on montre que ||A||, < N(A).
Soit x #0dans R". Ona Ax = 27:1 Aix; € R™. On prend la norme et on
majore :

n n
Al < > Il Al < j:TaXn(IIA/HO(Z IXi1) = N(A)[Ix]ls-
per i e :

J=1
On divise par ||x||1+ > 0 et on obtient :

[|AX]|1
1114

donc N(A) est un majorant, le sup existe et ||Al|, < N(A).

VX #£0

< N(A),
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Norme matricielle subordonnée a la norme 1

On pose N(A) = maxi<j<n 3.7 |Aijl = maxi—1,...n([|Aj[l1). On montre [|A]|, = N(A).
@ Majoration : on montre que ||A||, < N(A).

Soi.t x #0dans R". Ona Ax = 37, Aix; € R™. On prend la norme et on
majore :

[[Axls < Z|XJ| 1Al < max ([lAj]l+)( ZIX/ = N(A)Ix]}1.

j=t j=1
On divise par ||x||1+ > 0 et on obtient :

[|AX]|1
1114

donc N(A) est un majorant, le sup existe et ||Al|, < N(A).

VX #0 < N(A),

@ Minoration : on cherche un X particulier pour lequel 41t vaut N(A).

l1X114

Soitj tel que N(4) = 3L, [Aus| = 14y (max; atfeint en un )
On prend X = g, qui vérifie Agj, = et llepllt =11 ||Aellt = ||Apll1 = N(A).
— N(A) = nAe,Ul\h < SUPyern 0 HAXXH”; = ||A|[,- Il'y a donc égalité.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.1)
Si A € Mpn(R) est symétrique alors

xT Ax (x, Ax)
max Ay = max ——— = max ————
1<k<n XERM x40 X' X X€RMx#0 (X, X)

)

ou (Ak)1<k<n Sont les n valeurs propres réelles, distinctes ou non,
de A.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Démonstration : A symétrique réelle : —> admet une base de vecteurs propres orthonormés
(Yi)1<i<n associés aux valeurs propres réelles ordonnées : Ay > X\ > ... > A\p.Ona:
1 sii=j
VN YTy —§. — o — .Y
VW) =YY =5={ g S tetdone [¥ila = 1) et AY, = .Y,

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol

UTC, A2022 65/72



Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Démonstration : A symétrique réelle : — admet une base de vecteurs propres orthonormés
(Yi)1<i<n associés aux valeurs propres réelles ordonnées : Ay > X\ > ... > A\p.Ona:

1 sii=j
VW) =YY =5={ g S tetdone [¥ila = 1) et AY, = .Y,

0 Majoration : Soit x € R” écrit dans la BON (Y;); : x = >_7_; &;Y;. On déduit
Ax = Y1, &Y. Il vient en utilisant 'orthonormalité des (Y;);

Ixlz = (iwﬁ) (i&m) ZZE,E,Y = Zg,

i=1 j=1

xTAx = (ZfiYiT> (Z@’v"?) ZZ@@)\,Y Y, = Z)\g,.
i—1 j=1

i=1 j=1

T
Donc: xTAx < A 327, €2 = \y||x||2. Dou ¥x # 0 < A1, donc A estun
i=15j 2
) ) x T Ax
majorant, le sup existe et sup = <Ay = max Ak
xeRM\{0} X 'X 1<k<n
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Démonstration : A symétrique réelle : —> admet une base de vecteurs propres orthonormés
(Yi)1<i<n associés aux valeurs propres réelles ordonnées : Ay > X\ > ... > A\p.Ona:

1 sii=j
VW) =YY =5={ g S tetdone [¥ila = 1) et AY, = .Y,

0 Majoration : Soit x € R” écrit dans la BON (Y;); : x = >_7_; &;Y;. On déduit
Ax = Y1, &Y. Il vient en utilisant 'orthonormalité des (Y;);

<i§,¥ﬁ> (jis,-y,-) ZZ%Y Y = Zé,

i=1 j=1

2
lIxIl2

x T Ax

(zs,-vﬁ) (Zs»m) SSEeA YTy = sz,.
i=1 j=1 i=1 j=1

T

Donc : xT Ax < Ay 37, €2 = Ay||x|2. D'oli ¥x # 0 TXX < Ay, donc A; estun

) ) x T Ax
majorant, le sup existe et sup — <\ =
xeRM\{0} X 'X 1<k<n

@ Minoration : Pour obtenir I'égalité il suffit de remarquer que (Y1) TAYs = X[ V4]13 = Ar.
Donc

(Y1 )TAY1 XTAX
—V 5 < sup VT
|Y1 ||2 Xx€RM {0} X'X

donc il y a égalité, le sup est atteint, c’est un max.

1=
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Définition (Spectre et rayon spectral)
Soit A € Mun(C). On appelle spectre de A 'ensemble

Sp(A) = {N(A) [1<i<n}CC,
ou les \;(A) sont les valeurs propres de A. On appelle rayon spectral de A le réel

p(A) = max IN(A)| € .

Proposition (Propriétés du rayon spectral)
Ona:

@ Sp(AB) \ {0} = Sp(BA) \ {0} et p(AB) = p(BA), VA € Mp(C) et B € Mpn(C).
@ »(A) < ||A|l, pour toute norme subordonnée || - || et VA € Mun(C).
Q »(A) = p(A)?, YA € Mnm(C).

Démonstration : (1) et (3, cas symétrique) voir Chapitre 2, exercices TD n° 11 et 12.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.2 : norme euclidienne subordonnée)

@ Soit A€ Mny(R), alors

A = p(ATA) = p(AAT),
hag = [aar, = [la"A[,
@ Sila matrice C est symétrique, alors
ICll, = p(C).
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.2 : norme euclidienne subordonnée)
@ Soit A€ Mny(R), alors

A3
A3

P(ATA) = p(AAT),
[laa7]]l, = [~

-

@ Sila matrice C est symétrique, alors

ICllz = A(C).

Démonstration : (2) voir Chapitre 2, exercices C.1.23 et TD n° 11.
On montre [|A[|3 = p(A" A). (p(AAT) = p(A" A) car p(AB) = p(BA).)
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.2 : norme euclidienne subordonnée)
@ Soit A€ Mny(R), alors

1Al

AN

p(ATA) = p(AAT),
JlaaTll, = [lA"

-

@ Sila matrice C est symétrique, alors

ICllz = A(C).

Démonstration : (2) voir Chapitre 2, exercices C.1.23 et TD n° 11.
On montre [|A[|3 = p(A" A). (p(AAT) = p(AT A) car p(AB) = p(BA).)

0 AR = llAx[I2\2 _ l|Ax|I3 d >
nnote : [|Allz = (supxern x0 X = SUPxeRn, x£0 2 » Car sup de termes > 0.
2

Il2
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.2 : norme euclidienne subordonnée)

@ Soit A€ Mny(R), alors
IAlI; = p(ATA) = p(AAT),
bz = [laa(], = [|a"all,
@ Sila matrice C est symétrique, alors
IClll, = p(C).

Démonstration : (2) voir Chapitre 2, exercices C.1.23 et TD n° 11.
On montre [|A[|3 = p(A" A). (p(AAT) = p(AT A) car p(AB) = p(BA).)

2 2
: 2 _ IAX][2 V= — 1Ax|15
On note : [|All5 = (SUpXeRn7X¢0 Xls ) = SUPxeRrn,x0 LR car sup de termes > 0.

Ona:||Ax|2 = (Ax)T (Ax) = xTATAx = xT (AT A)x = xT Bx ot 'on anoté B=ATA € M.
B est symétrique semi-DP (car x " Bx = HAx||§ > 0), donc ses n valeurs propres p(B) sont > 0.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Théoreme (2.6.2 : norme euclidienne subordonnée)
@ Soit A€ Mny(R), alors

A3
A3

p(ATA) = p(AAT),
[laal, = [l4"A.

@ Sila matrice C est symétrique, alors

ICllz = A(C).

Démonstration : (2) voir Chapitre 2, exercices C.1.23 et TD n° 11.
On montre [|A[|2 = p(AT A). (o(AAT) = p(AT A) car p(AB) = p(BA).)

2
On note : |\|A|\|2 = (SupxeRn X£0 “HX“H2> = SUPxcRM x40 ”H ”HQZ , car sup de termes > 0.

Ona:||Ax|2 = (Ax)T (Ax) = xTATAx = xT (AT A)x = xTBx ou 'onanoté B=ATAc Mpn.
B est symétrique semi-DP (car x " Bx = HAx||§ > 0), donc ses n valeurs propres p(B) sont > 0.

— Théoréme (2.6.1) : p(AT A) = p(B) = maxy<k<n iuk(B)| = maxi<k<n (1u(B)) =

T T AT
x'Bx _ xTAT Ax IAxI3 _
MAXCERNXAD STy = MAXKERN A0 Ty = MAXkER xA0 "2 = IAI.
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Norme matricielle subordonnée a la norme 2

Exemple (norme euclidienne subordonnée)

p(A) # [IAll, en général.

Soit : A— ( 02 ) Sp(A) = {0}, donc p(A) = 0, mais A # 0, donc [|AJl, # 011

ATA= ( 8 2 ) donc Sp(AT A) = {0,4} et p(AT A) = 4, donc || A]|, = 2!!
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e Conditionnement
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Conditionnement : définition

Définition (Conditionnement)

Soit A € Mun(R) inversible. On appelle conditionnement de A relatif a la norme || - || le
réel

x(A) = llAll [|a~]| € &.

ona:1 =/ = ||AA~"|| < IIAll ||A~"|| = x(A). Donc :
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Conditionnement : définition

Définition (Conditionnement)

Soit A € Mun(R) inversible. On appelle conditionnement de A relatif a la norme || - || le
réel

x(A) = Al |47 e =

ona:1 =/ = ||AA~"|| < IIAll ||A~"|| = x(A). Donc :

Proposition
Soit A € Mnn(R) inversible. Alors x(A) > 1.
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Conditionnement : définition

Définition (Conditionnement)

Soit A € Mu(R) inversible. On appelle conditionnement de A relatif a la norme || - ||| le
réel
x(A) = llAll [|a~]| € &.

ona:1 =/ = ||AA~"|| < IIAll ||A~"|| = x(A). Donc :

Proposition
Soit A € Mnn(R) inversible. Alors x(A) > 1.

Proposition (Conditionnement x»,, cas symétrique)
Soit C € Mnn(R) symétrique et inversible. Alors
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Conditionnement : exemple

Soit le systéme Ax = b dans R* :

0 7 8 7 32 1
7 5 6 5 23 1 1Blloe = 33,
A= b= — sol. x = 0 IXlleo =1
8 6 10 9 33 1 T
- 5 9 10 31 1 NIl = NI(A5) Tl = 33
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Conditionnement : exemple

Soit le systéme Ax = b dans R* :

10 7 8 7 32 1
7 5 6 5 23 1 1bllo0 = 33,
A= 8 6 10 9 , b= 33 = sol. x = 1] [X||loo =1 .
2 s 9 10 a1 1 14l = 11(45)7 s = 33
On perturbe le second membre : b — b+ db
32.1 9.2
| 229 . | —128 16b]joe = 101,
b+ db= 33 1 = solution x + 6x = 45 ( 10x]|oo = 13.6 .
30.9 1.1
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Conditionnement : exemple

Soit le systéme Ax = b dans R* :

10 7 8 7 32 1 N
7 5 6 5 23 1 1Bll0 = 33,
A= 8 6 10 9 , b= 33 = sol. x = 1] [X||loo =1 .
A * 1 Il = 11(45) 1 = 33
On perturbe le second membre : b — b+ db
32.1 9.2
| 229 . | —128 166]l0e = 10—1,
b+ db= 33 1 — solution x + 0x = 45 ( 16x||oo = 13.6 .
30.9 1.1
, 3bloc oo EIPS
Ecarts en norme infinie : ~3.10783, =13.6 . Etdonc : 15> ~ 4500 .
[l S 7Bl
On calcule [|Afl., =33 et [|A~"]|__ = lI(4 )7l = 136, avec
25 —41 10 -6
1 _ | —41 68 —17 10 _ ~ L
A= Yo a7 s g |0 etdonoixe(A) = Al [[a| = asss

—6 10 -3 2

—> Ax = b : systéme mal conditionné.
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Conditionnement : majoration de 'erreur

Théoreme (conditionnement et erreur)

Soit A inversible dans Mn(R) et b € R™\ {0}. On considere le systéeme Ax =b.
@ Sion perturbe le second membre :

l5x1 ll5bll
A(x + éx) = b+ db, alors < x(A)——+
IIXII Il
@ Sion perturbe la matrice (en supposant que x + 6x #0) :
_lloxil oA
(A+0A)(x + 0x) = b, alors < x(A)=—-r.
llx 4 ox]| Al
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Conditionnement : majoration de 'erreur

Théoréme (conditionnement et erreur)

Soit A inversible dans Mn(R) et b € R™\ {0}. On considere le systéeme Ax =b.
@ Sion perturbe le second membre :

l5x1 ll5bll
A(x + éx) = b+ db, alors < x(A)——+
IIXII ol
@ Sion perturbe la matrice (en supposant que x + 6x #0) :
_lloxil oA

(A+0A)(x + 0x) = b, alors

< Xx(A) T
llx +ox|| Il

@ Sile conditionnement est grand, une petite perturbation (sur b ou sur A) peut provoquer
une grande erreur relative sur la solution : au lieu de trouver x (qu’on cherche), on obtient
X + dx qui peut étre loin de x.

MTO9 : Chapitre 2 Méthodes directes de résol UTC, A2022 72/72



Conditionnement : majoration de 'erreur

Théoréme (conditionnement et erreur)

Soit A inversible dans Mn(R) et b € R™\ {0}. On considere le systéeme Ax =b.
@ Sion perturbe le second membre :

l5x1

IIXII -

1961
l[bll

A(x + éx) = b+ db, alors x(A )|

@ Sion perturbe la matrice (en supposant que x + 6x #0) :

~lex|l
< (A
X + ox]| <x(

lSAI

(A+0A)(x + 0x) = b, alors Al

@ Sile conditionnement est grand, une petite perturbation (sur b ou sur A) peut provoquer
une grande erreur relative sur la solution : au lieu de trouver x (qu’on cherche), on obtient
X + dx qui peut étre loin de x.

@ Il'y a toujours des erreurs (au moins I'erreur d’arrondi due aux flottants) : ||6b]| et [|0A]|
SONt > emach 2 ~ 10716
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Conditionnement : majoration de 'erreur

Théoréme (conditionnement et erreur)

Soit A inversible dans Mn(R) et b € R™\ {0}. On considere le systéeme Ax =b.
@ Sion perturbe le second membre :

l5x1 (A )Il5b||

A(x + éx) = b+ db, alors <
IIXII lIoll

@ Sion perturbe la matrice (en supposant que x + 6x #0) :

~lex|l
< (A
X + ox]| <x(

lSAI

(A+0A)(x + 0x) = b, alors Al

@ Sile conditionnement est grand, une petite perturbation (sur b ou sur A) peut provoquer
une grande erreur relative sur la solution : au lieu de trouver x (qu’on cherche), on obtient
X + dx qui peut étre loin de x.

@ Il'y a toujours des erreurs (au moins I'erreur d’arrondi due aux flottants) : ||6b]| et [|0A]|
SONt > emach 2 ~ 10716

@ Ces majorations sont optimales : il y a des cas ol ce sont des égalités (choix de b et §b en
fonction de A) : le pire peut arriver.
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Conditionnement : majoration de 'erreur

Théoréme (conditionnement et erreur)

Soit A inversible dans Mn(R) et b € R™\ {0}. On considere le systéeme Ax =b.
@ Sion perturbe le second membre :

l5x1

IIXII -

1961
l[bll

A(x + éx) = b+ db, alors x(A )|

@ Sion perturbe la matrice (en supposant que x + 6x #0) :

~lex|l
< (A
X + ox]| <x(

lSAI

(A+0A)(x + 0x) = b, alors Al

@ Sile conditionnement est grand, une petite perturbation (sur b ou sur A) peut provoquer
une grande erreur relative sur la solution : au lieu de trouver x (qu’on cherche), on obtient
X + dx qui peut étre loin de x.

@ Il'y a toujours des erreurs (au moins I'erreur d’arrondi due aux flottants) : ||6b]| et [|0A]|
SONt > emach 2 ~ 10716

@ Ces majorations sont optimales : il y a des cas ol ce sont des égalités (choix de b et §b en
fonction de A) : le pire peut arriver.

@ Le conditionnement n’est pas lié a la méthode de résolution : c’est intrinséque au
probléme. C’est le systéeme qui est mal conditionné.
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