Exercices du chapitre 3 avec corrigé succinct

Exercice III.1 Ch3-Exercicel

Soient a et 1y deux réels donnés. Soit alors (1) une suite géométrique définie par u, = au,_;. Donner le
terme général de la suite en fonction de n, a et up.

Solution: u;, = a"u,

Exercice II1.2 Ch3-Exercice2

Soit une suite u,, et soit la suite v, = u,, — [, ot [ est un réel donné. Montrer, en utilisant la définition de la
convergence que
((uy) tend vers 1) < ((v,) tend vers 0)

Solution : La convergence de la suite (u,) vers I s’écrit
Ve>0,INeN, (mn>N) = (lu,—-1l<ée),

ce qui est équivalent a
Ve>0,3INeN, (n>N) > (vl <é),

puisque v, = u, —[. 1n'y a donc pas de calcul!)

Exercice I11.3 Ch3-Exercice3
Quelle est la limite d'une suite constante? (On fera la démonstration en utilisant la définition).

Solution : Lalimite d'une suite constante u,, = a est a puisque :

Ve>0,AN=1,(n>N) = (lup,—al=0<e¢).

Exercice I11.4 Ch3-Exercice4

1
Utiliser la définition de la convergence pour montrer que la suite u, = —, n > 0, tend vers 0.
n

Solution : Soit € > 0, alors

1 1
n>-=—<e.
E n
Pour tout £ > 0, il suffit donc de choisir,
val
£
Par exemple
1
N=E (—) +1
£

on a aura alors ) )
(m>N)=>n>- >—<Ee¢.
€ n




Exercice I11.5 Ch3-Exercice5

écrire, a I'aide de quantificateurs, la définition de la divergence d'une suite u;,. Montrer alors que la suite
(uy) définie par u, = (—1)" est divergente.

Solution : Rappelons nous que P = Q s’écrit (non P) ou Q, expression dont la négation est P et (non Q).
Nous arrivons ainsi a :
V1,3e>0,YNeN,dneN, (n=N)et (|u, -1 z¢).

Pour montrer que la suite u,, = (—1)" (qui ne prend que les valeurs +1 et —1) diverge nous allons faire une
démonstration cas par cas sur /.

— VI=0,30<e<!+1,VN,dn=2N+1let|u,-Ill=|-1=-Il=1+1=¢

— VI<0,30<e<-[+1,VN,In=2Net|u,—-1ll=11-1ll=1-1=¢

Exercice I11.6 Ch3-Exercice6
Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. Montrer que

VneN, ¢n) =n.

En déduire que
(un) convergevers { €R = (uy(n)) converge vers £.
Solution :

1. ¢(0) = 0 est évident.
On raisonne par I'absurde : supposons qu'’il existe ny € N* tel que ¢(ng) < ng. Alors ¢(ng) < ny—1 et
parmi les (np + 1) images
0=¢0) <p)<...< @y =ny-1,

il y a au plus ng valeurs distinctes. Donc au moins deux de ces images sont identiques, ce qui contredit
la stricte monotonie.

2. On démontre la convergence de (uy(ny) vers £.

Soit € > 0. Par hypotheése (u,) converge donc il existe N € N tel que
n>N = J|u,-/¢|<e.
D’apres le résultat précédent, il suffit de concaténer les inégalités
pm)zn>N=> |upmn —¥ll<e.

A partir du méme indice N, les termes de la suite (ugn))) Saccumulent autour de ¢ avec un écart au plus
égalac.

Exercice I11.7 Ch3-Exercice?

En utilisant le lien entre les suites convergentes et les suites bornées, montrer qu'une suite qui tend vers
I'infini est divergente.

Solution : Puisque P = Q est équivalent a (non Q) = (non P), et sachant que toute suite convergente est
bornée, nous arrivons a : toute suite non bornée est divergente.




Exercice I11.8 Ch3-Exercice8
n
Montrer que la suite u;, =
n+1

est croissante et majorée. Est-elle convergente?

Solution : La suite est croissante car (le vérifier)
n n+1
<
n+l n+2

et elle est bornée, puisque
lupl =up <1,

elle est donc convergente.

Exercice I11.9 Ch3-Exercice9
1. Soient (u,) et (v,) deux suites croissantes. Montrer que la suite (1, + v,) est aussi croissante.

2. Soit (uy) une suite croissante. Montrer que la suite (—u,) est décroissante.

Solution :

1. Se déduit immédiatement du fait que :

VmeN, VnelN,
{{(m <n) = (Up<upletimsn) = (vy< vn)}}

= {(m=n)= (Upn+Vvm=u,+vy}
2. Se déduit immédiatement du fait que :

VmeN,VneN, {(m=n)= (unp<up) = {(m<n) = (—up=-—uy)}

Exercice II1.10 Ch3-Exercicel0
Soit (1,;) une suite croissante. Montrer que si (1,,) converge vers une limite /, alors quel que soit n €N, on
au,<l.

Solution : On va montrer la contraposée, c’est a dire :
S’il existe un entier N tel que ! < uy, alors la suite (u,) ne converge pas vers /.
Si I < up, alors, du fait de la croissance de la suite (1) :

vneN, (n=N) = (I<uy<uy),

de sorte que :
VneN, (n=N)=> O<uny-I<u,-1.

La proposition (#,) converge vers [ se traduit par :
VYe>0,3N'eN,YneN, (n>N' = |u,-1l<e),

Donc sa négation se traduit par :

Je>0,VN' eN,IneN, (n>N)et (u,-1=¢),

On peut choisir e = uy —[.

Pour tout N’, on peut choisir 7 = max(N’ + 1, N).
Onaalorsn>N'etn=Ndoncu,—Il=uy—-I=¢donc|u,-1|=¢.
Ceci termine de démontrer que la suite (u#,) ne converge pas vers [.




Exercice II1.11 Ch3-Exercicell

Soient (1) nen €t (V) nen, deux suites convergentes dont on notera # et ¥ les limites respectives. En utili-
sant la définition de la convergence, montrer que la suite (1, + v;,) converge vers @1 + D (on pensera a utiliser
I'inégalité triangulaire : |u, + v, — i — 0| < |lu, — 4|+ v, — DI).

Solution : On écrit que les deux suites (1) et (v,) convergent, soit pour tout € > 0 donné,
€
ANy, (n>Ny) = (lup—dl < 5)
€
AN,, (n> No) = (v, — DI < 5)
et par conséquent

AN =max(Ny,No), (n>N)=> (luy+v,—10— 0| <|u,—t|+|u,— 0 <e)

Exercice I11.12 Ch3-Exercicel2
Soit (v;) une suite convergeant vers 0 et soit la suite (u,) telle que Vn e N, |u,| < v,. Montrer que la suite
(uy) tend vers 0.

Solution: On a donc —vy, < uy < v,,—v;, et v, ont pour limite 0, on applique le théoreme 3.1.3 qui permet de
conclure que u;, tend vers 0.

Exercice I11.13 Ch3-Exercicel3

Soit (v;) une suite convergeant vers 0 et soit (u,) une suite bornée, montrer que la suite (u,v,) tend vers
0.

Solution: On a |u,v,| = luyllv, < Mluy,|.

Or
lim Mlu,|=0.
n—oo

D’ou (en utilisant I'exercice précédent) la suite (1, v,) tend vers 0.

Exercice I11.14 Ch3-Exercicel4
1. Donner des exemples de suites (u,) et (v,;) qui tendent respectivement vers +oo et —oo telles que :

(@) (u,+ vy, tende vers —oo.
(b) (u,+ v,) tende vers +oo.
(©) (un+ vy) converge vers [.
2. Donner des exemples de suites (i) et (v;) qui tendent respectivement vers +oo et 0 telles que :
(a) (u,vy) tende vers +oo.
(b) (unvy) converge vers 0.

(c) (upvy) converge vers [ #0.

Solution :
1. (a)
U,=n,v, = —nz,un +v,=n(l-n).

(b)
Uy = n2, Un=—n,up+v,=nn-1).



(©)

Up,=n,vy=—-n,up+v,=0.

2. (a)
_oa 1 _ 2
Ltn—n,vn—_z,unyn—n.
n
(b)
) 1 1
un:n,vn:—4,unvn=—2.
n n

(©

2
Up=n ,vn:ﬁ,unvnzl.

Exercice I11.15 Ch3-Exercicelb
Soit (1) une suite convergente de limite [ strictement positive.

1. Montrer qu’il existe un entier naturel N tel que, pour tout n supérieur a N, on ait u, > 0.
2. Si on définit la suite (v;) par v, = 1/uy, pour n supérieur au N précédent, les N premiers termes de la
suite étant quelconques, quelle est la limite de la suite (v,)?

3. Peut-on faire le méeme raisonnementsi / <0?

Solution :
1. Puisque [ > 0, il existe 0 < € < [. On choisit un tel €. Puisque la suite converge, on a

AN, (n>N) 2> (l-e<up,<l+e).

Orl-e>0,dottu, >0pour n> N.
2. Les éléments de la suite v;, existent donc pour n > N et on sait que la limite du quotient de deux suites
convergentes, dans ce cas, est le quotient des limites, soit %

3. Leraisonnement est le méme pour / < 0 car dans ce cas il suffit d’utiliser la suite (—uy).

Exercice I11.16 Ch3-Exercicel6
Déterminer un équivalent des suites (u,) définies pour n = 1 par

) 2 3 (i) 1 i) vn+2
Duy,=—-———, iup=— - —— i) uy,=——
""n o n+1 "Tn2 (n+1)2 " n2+n

Solution :
(i) Mettre le tout au méme dénominateur :
_2(n+1)—3n_ 2—n 1

un— — ~ =,
nn+1) n’+n n

(i) Mettre le tout au méme dénominateur :

(n+1)%-n? 2n+1 2
U, = = ~ .
T n2(n+1)2 n2n+12 nd

(iii) Ici, il faut factoriser par les termes dominants au numérateur et dénominateur :




Exercice I11.17 Ch3-Exercicel7
Montrer, a I'aide de contre-exemples, que les affirmations suivantes sont fausses.
1. Etant donnée une fonction frsiu, ~vyalors f(uy) ~ f(vy).
2. Siu, ~ v, alors u, — vy, T 0.

3. Siu,—v, — O0alorsu,~ vy,.
n—oo

Solution :

1. Prendre f(x) =x-1, u, = -~

1 1 1 (Un)
up ~ vy alors que f(uy) = “u 1l n et f(vy) = " donc ]JZ(VZ) nroo

(f (up)) et (f (vy)) ne sont pas équivalentes.

2. Avec u,, = n®>+net v, = n>—n, on abien u, ~ v,. Pourtant u, — v, =2n - +oo.
n——+oo
Un

3. Avec u, = L etv, =%, onabienu,-v, — O0.Pourtant*t=n — +oo, donc lesdeux suites (i)
n n n—oo Un n—+oo

et (v,) ne sont pas équivalentes.

Exercice I11.18 Ch3-Exercicel8
Soit (a,) n=1 une suite d’entiers compris entre 0 et 9. On associe a (a;) =1, les suites de nombres rationnels

suivantes :
n n 1

i=1 10 i=1 10
Montrer que ces deux suites (a ;) et (8,) sont adjacentes.

[Elles définissent un réel x, leur limite commune, dont a, et 8, sont les approximations décimales a10™"
pres, respectivement par défaut et par exces.]

Solution : On peut vérifier aisément que a1 — @, = 1%”;‘1 =0, que Bpi1—Pn= “1”5,}:19 <0etque

Bn—an= ﬁ > 0 tend vers 0. Les deux suites sont donc adjacentes.

Exercice I11.19 Ch3-Exercicel9
Montrer que
Ve>0,dNeN telque {(m=N)et(n=N)} = (lum—uul<e¢),

est équivalent a
Ve>0,INeN telque {(n=N)et(peN)} = (lup+p—unl<e).

(Une des deux implications est claire, pour I'autre il faut voir que si deux entiers sont quelconques, I'un est
nécessairement supérieur ou égal a 'autre).

Solution :
1. Limplication de la deuxiéme proposition par la premiére est claire, puisque, quel que soit I'entier
naturel p, n + p est supérieur ou égal a n.

2. Limplication réciproque provient du fait que si on prend m et n quelconques, nécessairement I'un des
deux est supérieur ou égal a I'autre, par exemple m = n = N et on peut alors poser m=n+p (p =0).




Exercice I11.20 Ch3-Exercice20
Montrer, en utilisant les suites de Cauchy, que la suite (u,), définie par u, = (—1)" est divergente.

Solution : Puisqu’il y a équivalence entre suite de Cauchy et suite convergente, il suffit de démontrer que la
suite (u,) n'est pas une suite de Cauchy, c’est a dire

Je>0,VNeN,dm= N(et)In= N(et)|u, — u,| > €.

En effetsil'onprend e =1, m=2N, n=2N +1, on obtient |u,, — u,| =2 > 1, ce qui achéve la démonstration.

Exercice I11.21 Ch3-Exercice21
Montrer que la suite récurrente
up=1,
Up+1 = Kuy, n20.
ol 0 < K < 1 est une suite convergente. Puis montrer que sa limite est nulle.

Solution : On montre par récurrence que 1, = K. Donc u, = 0.

La suite (u,,) est décroissante (1,41 — U, = (K—1)u, <0).

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente. Soit / sa limite.
Puisque la suite (u5+1) ala méeme limite que la suite (u,), on a

=Kl l(K-1)=0

et comme K < 1, la seule solution est [ = 0.

Exercice I11.22 Ch3-Exercice22
étudier, selon le nombre réel «, la suite récurrente linéaire d'ordre 1 définie par

uy donné,
Up+1 = aUy, n=0.

Solution : On peut montrer par récurrence que u, = a" ug.

— Lorsque —1 < a < 1, on définit v, = |u,| = |uplla]”. On a démontré dans I'exercice A.1.18 que la suite
la|” convergeait vers 0. La suite (v, = |u,|) converge donc vers 0 et donc la suite (z,) converge vers 0.

— Lorsque 1 < @, on pose v, = 1/u,, on utilise 'exercice A.1.18 pour montrer que (v,) converge vers 0,
donc u, tend vers +oo, donc la suite (1,) ne converge pas.

— Lorsque a < —1, on pose vy, = 1/|uyl, on utilise I'exercice A.1.18 pour montrer que v, converge vers 0,
donc |u,| tend vers +oo, donc la suite (1) ne converge pas.

— Lorsque a = 1, on obtient une suite constante (laquelle?).

— Lorsque @ = —1, on obtient une suite divergente bien connue (laquelle?).

Exercice I11.23 Ch3-Exercice23
Soit f une fonction réelle telle que

(L) VXeR,VyeR, |f(x)—fMI=Klx-yl,
ol1 0 < K < 1 est donné. Montrer que sil’équation u = f(u) a une solution, celle-ci est unique.

Solution : Supposons qu’il existe deux solutions distinctes /; et > de I'équation u = f(u), soit I; = f(I;) et
I, = f(l). Alors,on a
Ih—bLI=1f() - fU)I =Kl - bLI<|l -]

ce qui est impossible....




Exercice I11.24 Ch3-Exercice24

Soit la série (1), définie par
upg =0,

1
u,=—, pour(n>0).
n

Notons (S,,), la suite des sommes partielles associées.
1. Montrer que S, =S,-1+1/n,Sy=0
2. Démontrer, suivant un raisonnement par 'absurde, que la suite (S,) diverge.

3. Est-ce que la suite (1) tend vers 0? Ce résultat permet-il de conclure que la série (u,,) converge?

Solution :
1. So=up=0,S,=ug+...+uUp_1+u,=S,-1+uy,.
2. On procede par I'absurde. Supposons que (S;) converge vers une limite ¢ € R. Alors la suite (Sz2)

converge vers ¢ également. D’apres les opérations sur les limites, on en déduit le résultat suivant :

Son—38y, o ¢ — ¢ = 0. Maintenant, calculons Sy;, — S, :
— 00

1 1 1
+-eo 4 +—.
n+1 n+2 2n—1 2n

Sn—Zuk—Zuk— Z Ui =

k=n+1

La suite (u,,) étant décroissante on a

n+l1<k<2n = Up 12 Up=Uypy = Up=Upp=—

Donc
Sgn—SnZL+---+i=nxi:1
2n 2n 2n
n fois
D’apreés le théoreme de comparaison des limites, on en déduit que nh_r)glo Son—8,=0= % Ce qui est
absurde. Donc (S;) est une suite divergente.
3. lim u, = lim 1 =0. Le fait que la suite (1) tende vers 0 est un condition nécessaire mais non

n—oo n—oo I
suffisante pour que la série (1) converge, comme le montre cet exemple.

Exercice II1.25 Ch3-Exercice25
Les séries de termes généraux définis a I'exercice A.1.16 sont-elles convergentes?

Solution :

@ ¥y 1 tend vers +oo donc Y u, tend vers —oo
n>1 n=1

(ii) Z converge donc Y u, aussi.
n=1

(iii) ). —5 converge donc ) uj, aussi.
n=1 nz n=1




