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7.1.1 Intégrale d’une fontion étagée

Exercices : Documents:
Exercice A.1.1 Document C.1.1
Exercice A.1.2

Exercice A.1.3

Exercice A.1.4

Commencons par définir une fonction étagée.

Définition 7.1.1. - Soit [a, b] un intervalle de R (a < b). On appelle subdivision de I = [a, b]
tout ensemble fini de nombres réels xy, x1,. ..,X, tels que :

aAa=x9<x1<...<xXp1<Xx,=b
- Une fonction f : I — R est étagée s'il existe une subdivision xy, X1,...,x, de I telle que pour tout

i=1,2,...,n, f est constante sur l'intervalle|x;_1, x;[, ce qui se traduit par : il existe n nombres
réels my, my, ..., my, tels que:

Concepts
Vxelxi-1,xil, f()=m,
Une telle subdivision est dite adaptée a f . Exemples
Exercices
Documents
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Définition 7.1.2. Soit f : I — R une fonction étagée et soit xy, x1,...,X, une subdivision adaptée
a f. Notons m; la valeur de f sur Uintervalle]x;_,, x;[. La somme

(x1 —x0)my + (X2 —X1)mp + -+ + (X, — Xp_1) My

qui ne dépend que de f, est appelée intégrale de f et se note |, f fx)dx.

Cette définition nécessite de montrer que la somme
(X1 = X0)my + -+ + (Xp = Xp-1) My

ne dépend pas de la subdivision, ce qui est fait dans le document référencé.

Si f est positive ou nulle sur [a, b'], tous les nombres m; sont positifs ou nuls et [ (f,’ f(x)dxest
alors un nombre réel positif ou nul, qui correspond a I’aire comprise entre 1’axe des abscisses, les
deux droites d’équation x = a’ et x = b’ et le graphe de la fonction. (Voir la figure (7.1.1) restreinte
alintervalle [a', b']).

Par exemple fol dx =1 puisque xy =0, x; = 1 est une subdivision adaptée a la fonction f(x) =
1, Vx€[0,1].

Soit c € [a, b, et soit la fonction f : [a, b] — R telle que f(x) =0si x # c. Si ¢ € [a, b], la subdi-
vision xp = a, x; = ¢, X, = b est adaptée a f et f: =(c—a)x0+(b-c) x0=0.Lintégrale de f est
aussi nulle si ¢ = a ou ¢ = b. Vous montrerez en exercice que I'intégrale d'une fonction nulle sauf
en un nombre fini de points est nulle.

<<« 5 >
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FIGURE 7.1.1 — Exemple de fonction étagée
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7.1.2 Propriétés de I'intégrale des fonctions étagées

Exercices:
Exercice A.1.5
Exercice A.1.6

Proposition 7.1.1. Soient f et g deux fonctions étagées sur [a, b, (a < b).
1. Lafonction f + g est étagée etff(f—kg)(x) dx= f:f(x) dx+ff gx)dx,
2. YA€R, lafonction A f est étagée et ff Af(x)dx= /lfff(x) dx,
3. Sif=g, alorsf:f(x) dxszg(x) dx,
4

. Si f et g sont égales sauf en un nombre fini de points, alors :

b b
f fx)dx =f g(x)dx,
a a

5. Yc€la,bl, on afff(x)dx: [<fx) dx+fcbf(x) i Concepts

5 ; Exemples
Démonstration - S
Documents
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1. Soient xy, x3,..., X, une subdivision adaptée a f et yy, y1,..., ¥m une subdivision adaptée
a g. On considere zg, z1,..., zp I'union des deux subdivisions qui est évidemment adaptée
ala fonction f + g. Appelons a; (resp. ;) la valeur de f (resp. g) sur l'intervalle ]z;_1, z;[.

8 9 10 11

\ \ \
! ! !
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z zZ z z 7z z z, 2, 2 z z
\
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5 Y % Y3

FIGURE 7.1.2 - Exemple de réunion de subdivisions

Nous avons alors .
Vx€lzi—1,zil, (f+8&) =a;+p;
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et la définition de I'intégrale donne

(7.1.1)
b
f(f+g)(x)dx = (21— 2zp)(a1+ B1)
a
+ (z2—z)(a2+P2) +--
+ (Zp—zp- )@y +fp) (7.1.2)

b b
ff(x)dx+[ gx)dx.

. La démonstration est a faire en exercice.

. Si f = g, alors la fonction étagée f — g = 0 et son intégrale est alors positive ou nulle (voir

le cours référencé). On en déduit donc que f:f(x) dx— ff gx)dx= ff(f —2)(x)dx=0.

. La démonstration est faite en exercice.

5. Posons

fx), siasx<sc,

0, sia<x<c,
fl(X)_{O, sic<x<b

fx), sic<x<bh.

et fo(x)= {
Par définition, de f; et f>, nous avons en tout point de [a, b],
[X) + fo(x) = f(x)

et par définition de I'intégrale, nous avons [ f fitx)dx = [; f(x)dx ainsi que [, (f fox)dx=
[ fx) dx, d’ot le résultat.

Propriétés de
'intégrale des
fonctions
étagées
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7.1.3 Fonction intégrable

Exercices :
Exercice A.1.7

Définition 7.1.3. Une fonction f : [a,b] — R (a < b) est intégrable si pour tout € > 0, il existe
des fonctions étagées u et U définies sur [a, b] telles que :

b
usfSUetf U-u(x)dx<e.
a

Il est évident que toute fonction f étagée est intégrable (il suffit de prendre u = U = f).

Montrons que la fonction f(x) = x est intégrable sur [0, 1]. Pour n donné dans N, posons & =
1/netxg=kh, k=0,..., n, qui constitue une subdivision de [0, 1]. On définit la fonction étagée u
par u(x) = xi si x € [xg, xg+1[ et la fonction étagée U par U(x) = Xy Si X € [Xk, Xg+1[. Alorson ala Concepts
figure (7.1.3) qui permet de comprendre aisément que u < f < U. D’autre part

1
Exempl
fo U-uwx)dx = (x1—x0)(x1—xp)+ (x2—x1)(x2 —x1) + - (7.1.3) E);g?::lpcgz
+ =X )y —Xn ) =nxh:=h. (7.1.4) Documents

10 [
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I en résulte que cette quantité est inférieure a un € > 0 donné dés que l'on prend h = — < ¢, ce Fonction

qui démontre l'intégrabilité. intégrable

S|

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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FIGURE 7.1.3 — Intégrabilité de la fonction f(x)
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7.1.4 Définition de I'intégrale d’'une fonction intégrable

Exercices:
Exercice A.1.8

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et considérons toutes les fonctions étagées infé-
rieures ou égales a f. Puisque f est intégrable cet ensemble est non vide par définition et on ap-
pelle Al'ensemble des intégrales de ces fonctions. A est donc un ensemble non vide de nombres
réels. De méme on considere toutes les fonctions étagées supérieures ou égales a f et on appelle
B l'ensemble des intégrales de ces fonctions. Soient a € A (resp. § € B) et appelons u la fonc-
tion étagée telle que |, ab u(x) dx = a (resp. U la fonction étagée telle que [, f U(x)dx = ). Puisque
u< f<U, onaa < . Lensemble A est donc majoré (par tout élément de B) et 'ensemble B est
minoré (par tout élément de A). Par conséquent la borne supérieure de A et la borne inférieure
de B existent et 'on a sup A < infB.

Soit € > 0 donné alors, par définition d'une fonction intégrable, il existe deux fonctions étagées
uetUtellesque u< f<U et f:(U— u)(x)dx < e.Sil'on appelle a = ff u(x)dxetff= ff Ux)dx
onaa<supA<infB < fetf—a=e. Onobtient donc 0 <infB—sup A < ¢ et comme € > 0 est
quelconque cela implique que sup A = inf B. On peut donc donner la définition suivante :

Définition 7.1.4. Si f : [a, b] — R est une fonction intégrable, le nombre sup A = inf B s'appelle
I'intégralede f et se note f:f(x) dx.

13 [

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

Remarquons que lorsque f est étagée, I'intégrale de f est a la fois le plus grand élément de A et le Définition de

plus petit élément de B. Fintégrale

d’une fonction

Reprenons I'exemple de la fonction intégrable f(x) = x sur [0, 1]. Nous avons exhibé des fonc- intégrable
tions étagées u et U telles que (voir figure 7.1.3)

1
fu(x)dx = hx0+hxh+hx2h+---+hxn-1h (7.1.5)
0
-1 1 1
_ hzn(nz )=5(1—;) (7.1.6)
1
fU(x)dx = hxh+hx2h+hx3h+---+hxnh (7.1.7)
0
_ hzn(n2+1):%(l %) (7.1.8)

On a donc pour tout n

1 1 . 1 1
—(1-—|<=supA<infB=—-|1+—
2 n 2 n
Par passage a la limite quand 7 tend vers 'infini on obtient :
1 ] 1 Concepts
—<supA<infB<-—
2 2
c’est a dire . Exemples
. 1 Exercices
fo xdx:supA:me:E. Documents

<< 14 >
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Il est important de noter que dans |'écriture de I'intégrale le nom de la variable d’intégration Définition de
(ici x) est indifférent. La lettre x peut étre remplacée par n'importe quelle autre. C’est pourquoi, Fintégrale
on rencontre aussi |'écriture plus simple |, : f. Mais on verra I'utilité mnémotechnique d’une fonction
de 1’écriture conventionnelle f f f(x)dx. On dit que dans cette écriture, x est une variable integrable
muette. Une écriture telle que [ ; f(x) dx préterait donc a confusion, car le x en haut du signe
intégral doit étre défini pour que l'intégrale (de la fonction f sur l'intervalle [a, x]) soit définie,
tandis que les deux x sous le signe intégral ne sont pas définis. Dans ce cas il faut utiliser une
autre lettre pour la variable d’intégration.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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7.1.5 Propriétés élémentaires de I'intégrale d’une fonction intégrable

Exercices: Documents:
Exercice A.1.9 Document C.1.2
Exercice A.1.10

Proposition 7.1.2. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], (a < b).

1. La fonction f + g est intégrable et

b b b
f(f+g)(x)dx:f f(x)dx+f gx)dx,

2. YA€R, lafonction Af est intégrable etf: Af(x)dx = /lfff(x) dx,
3. Sif=g alorsf:f(x) dxzf:g(x) dx,

4. Si f et g sont égales sauf en un nombre fini de points, alors :

b b
[ fx)dx =f gx)dx,
a a

5. Yc€la, bl, on af:f(x) dx = facf(x) dx + fcbf(x) dx (cette égalité est appelée relation de

Chasles).

16
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Démonstration -

1.

2. Cecise démontre (plus simplement) comme le résultat précédent.

Cette démonstration est donnée en référence.

3. La fonction —g est intégrable (A = —1) et donc la fonction f — g est intégrable comme

somme de deux fonctions intégrables. Si 0 < (f — g), puisque la fonction nulle est une fonc-
tion étagée inférieure a (f — g),ona 0= fdex < f:(f —g)(x)dx et donc

b b b
ff(x)dx—f g(x)dx:f (f-8x)dx=0,

ce qui démontre le résultat.

4. La démonstration est a faire en exercice.

5. La démonstration est a faire en exercice.

Corollaire 7.1.1. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable. Si m et M sont des nombres réels
telsquem < f(x) <M, Vxe€la,b], alorsona

1 b
msmf fx)dx < M.
- a

Démonstration - D’apres la troisieme propriété de la proposition précédente on a

b b b
fmdxsf f(x)dxsf Mdx

et!’on a démontré que ff mdx = m(b— a) ce qui donne le résultat puisque b —a > 0.

<<
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7.1.6 Intégrabilité des fonctions continues et continues par morceau

Exercices : Documents:

Exercice A.1.11 Document C.1.3
Document C.1.4
Document C.1.5

Le résultat tres important suivant se démontre grace a la notion de continuité uniforme dont
vous n’aviez pas encore vu l'utilité.

Théoréme 7.1.1. Si f: [a, b] — R est une fonction continue, alors f est intégrable sur [a, b].

La démonstration est donnée dans le premier document référencé. Pour les fonction continues
on pourrait définir I'intégrabilité par I'intégrale de Riemann, ce qui est introduit dans le deuxiéme
document référencé. Il est aussi beaucoup plus facile de montrer l'intégrabilité d'une fonction
continue monotone, ce qui est démontré dans le troisieme document référencé.

Concepts
Proposition 7.1.3. Si f est continue sur [a, b et 1b,c] et si f admet une limite a droite et une
limite a gauche au point b, alors f est intégrable sur [a, c]. Exemples
Exercices
Documents

18 [
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Démonstration - Puisque f est continue sur [a, b[ on peut la prolonger par continuité sur [a, b] Intégrabilité
et elle est donc {ntegrable sur ['a, b].’De r)neme on peut définir I'intégrale de f sur [b, c]. Pour tout des fonctions
€ >0, on peut définir des fonctions étagées u, v, U et V telles que continues et
usf<Usurlabl, continues par
vs f<Vsur(bcl, morceau
o €
f U-u)(x)dx < >
(lc -
f V-v)x)dx< -
b 2
Sil'on considere la fonction étagée w (resp. W) définie par w = u (resp. W = U) sur [a, bl et w = v
(resp. W = V) sur]b,c], alorsona w < f < W sur [a, c] et [, (W — w)(x) dx < ¢, ce qui montre que
la fonction f estintégrable sur [a, c].
On peut démontrer, de maniére plus générale, qu'une fonction f continue sur [a, b] sauf en
un nombre fini de points ol elle admet seulement une limite a droite et une limite a gauche est
intégrable.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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7.1.7 Intégrale et calcul d’aire

Exercices:
Exercice A.1.12

Soit f une fonction continue positive sur [a, b](a < b), de méme que l'intégrale d'une fonc-
tion étagée positive correspond a un calcul d’aire, I'intégrale f : f(x) dx correspond al'aire du do-
maine D compris entre les axes x = a et x = b, ’axe des abscisses et la courbe d’équation y = f(x).
I faut démontrer que sup A correspond a l'aire. Il est facile de voir que l'aire de D est un majorant
de A et d’autre part I'aire de D est un minorant de B donc:

aire D =sup A, aire D <infB
or
b
sup A=infB =[ fx)dx
a
donc

b
aire D = f fx)dx

Si le signe de f varie, en découpant l'intervalle en sous intervalles tels que f garde un signe
constant sur chacun d’eux, et en affectant un signe négatifa [ Cd fx)dxsif(x)<O0pourc=<x<d,
on étend cette interprétation de I'intégrale, comme une aire algébrique, a une fonction de signe
variable. Mais les intégrales servent a calculer des grandeurs autres que des aires. Il s’agit en fait a
la fois d’'un concept et d'un des outils de base de 'analyse mathématique.

20 [
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Intégrale et
calcul d’aire

ol - ___
X
X

O
ol -

O

FIGURE 7.1.4 —intégrale et calcul d’aire Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.1.8 Intégrale et positivité

Exercices:
Exercice A.1.13

Proposition 7.1.4. Soit f : [a, b] — R, (a < b) une fonction intégrable, alors | f| est intégrable et

ona

b b
f fx)dx Sf [ f(x)|dx.
a a

Démonstration - On admettra que | f| est intégrable.

b b
FO<IfWl=> f flodr= f F () dx.

b b b b
—f(x)SIf(x)Iz—f f(x)def If(x)ldx=>f f(x)dxz—f |f(xX)dx.
a a a a

On adonc

b b b b b
—f If(x)ldxsf f(x)dxsf If(x)ldxoff(x)dx s/ |f(x)dx.

22
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Proposition 7.1.5. Soit f une fonction définie et continue sur [a, b], (a < b) telle que Intégrale et
positivité
Vxela,bl, f(x)=0

Alors si

fbf(x) dx=0, (7.1.9)
a
[ estidentiquement nulle sur l'intervalle [a, b].
Démonstration - On commence par montrer que f estidentiquement nulle sur ] 4, b[. Raisonnons
par contraposée en supposant qu'il existe un point ¢ de ]a, b tel que :
flc)>0.
Comme f est continue il existe m > 0 et un intervalle [c — 1), c + 1] C]a, b, (7 > 0) tel que :
Vxelc—n,c+nl, f(x)=m.

Il résulte des résultats précédents que

c+n c=n b
[ fx)dx=2nm>0, f f(x)dx=0, f fx)dx=0, Concepts
c-n a ctn
d’ou1'on déduit Exemples
5 o o b Exercices
[ f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx+f fx)dx=2nm>0 Documents
a a c-n c+n

<<« 23 > b



< précédent section A suivant »

ce qui est la négation de (7.1.9).

Pour terminer, puisque f est continue sur [a, b] et donc identiquement nulle sur ]a,b[ elle est
également nulle en a et b.

<<« 24
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7.1.9 Intégrale-cas général

Remarquons que dans la définition nous avons supposé que a < b. Nous prendrons la conven-
tion suivante sia#b:

fbf(x)dx = —fbaf(x) dx, (7.1.10)
I'un des deux membresbde (7.1.10) éiant nécessairement défini au sens de la définition donnée.
Donc attention dans fa f(x)dx, on n'a pas toujours a < b.
Nous avons aussi la convention suivante, qui peut évidemment étre considérée comme le cas
limite de (7.1.10) quand b— a :
faf(x)dx=0. (7.1.11)
a

Certaines propriétés énoncées avec a < b sont encore valables, d’autres non. En particulier
voici quelques résultats différents lorsque a > b

Proposition 7.1.6. On suppose que a> b, f et g sont des fonctions intégrables sur [b, a] alors :
1.

b b
Sifsg,f f(x)dxz[ gx)dx

=

b
f |f)dx

b
[ fx)dx

25 [
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Dans la suite, sauf précision contraire, nous supposerons que a et b sont quelconques.

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.1.10 Intégrale et primitive d’une fonction continue

Exercices: Cours:
Exercice A.1.14 Intégrale - Propriétés
Exercice A.1.15

La propriété tres importante suivante est connue dans la littérature anglo-saxone sous le nom
de Théoreme fondamental de I'analyse.

Théoréme 7.1.2. Soit f une fonction continue sur un intervalle Q) et a un point de Q. Alors la
fonction F définie sur Q par

F(x)fof(t)dt, (7.1.12)
a
est dérivable sur Q) (donc continue) et on a
F'(x) = f(x). (7.1.13)
La fonction F (x) est donc la primitive de f qui s'annule en x = a. Concepts

Démonstration - Pour x € Q et h tel que x + h appartienne aussi a 2, nous pouvons écrire (d’apres

la relation de Chasles) : Exemples

x+h Exercices
F(x+h) =F(x)+f f(ndt Documents
X

27 44
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etdonc ;
. Fx+h-F(x) (1 . ".'t.egra,le et
;lzlmo— = }llllno Ef fdt|=f(x), primitive d’une
* fonction
d’apres la proposition suivante. D’ot1 le théoréme. continue

Proposition 7.1.7. Soit f une fonction continue sur Q et x € Q, alors

1 x+h
lim —f f(t)dt:f(x). (7.1.14)
h—o, hJx

h#0

Démonstration - Nous allons raisonner dans le cas & > 0, le cas h < 0 est a étudier en exercice.
Soient
m(h) = min hf(t) et M(h)= math(t),

X<I<Xx+ X<I=Xx+

alors on peut utiliser le corollaire (7.1.1) :

x+h
hm(h)sf f)ydt<hM(h). (7.1.15)
* Concepts
Mais, comme f est continue, on a
lim m(h) = lim M(h) = f(x) Exemples
h—0 h—0 Exercices
Documents

et la relation (7.1.14) résulte alors de (7.1.15) aprés division par h.
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Ainsi, en appliquant le théoréme précédent, nous voyons que : Intégrale et

x x x 1 primitive d’une
f costdt=sinx, f sintdt=-cosx+1, f tdtzg(xz—l). fonction
0 0 1 .
continue
Remarque 7.1.1. Soit F une primitive quelconque de f et soit F, la primitive qui s’annule en a,

alors F = F,+ C et donc

b
f f(x)dx = F4(b) =F(b)—-C.
a

Or F(a) = C puisque F,(a) =0 et donc

b
f f(x)dx = F(b) - F(a).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.1.11 Les théoremes de la moyenne

Exercices:
Exercice A.1.16

Théoréme 7.1.3. (Premier théoréeme de la moyenne)
Si f est une fonction définie et continue sur un intervalle I, si a et b distincts appartiennent
a1, alors il existe ¢ strictement compris entre a et b tel que

b
f fx)dx=(b-a) f(c). (7.1.16)
a

Démonstration - a et b jouent des roles similaires, on peut donc, sans restreindre la généralité,
supposer que a < b.

Ce théoréme est une conséquence directe du théoreme des accroissements finis appliqué a la
fonction Concepts

F(x) =f f(ndt,
a

qui est dérivable sur ] a, b[. On peut donc écrire Exemples

Exercices

F(b)—F(a)=(b—a)F'(c) Documents

30 [



< précédent section A suivant »

ce qui est exactement (7.1.16). Les théoremes
de la moyenne

Théoréme 7.1.4. (Deuxieme théoréme de la moyenne)

Si f et g sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle I, si g garde un signe
constant sur I, si a et b distincts appartiennent a I, alors il existe c strictement compris entre a
etb tel que:

b b
f f(x) g(x) dx=f(c)f gx)dx. (7.1.17)
a a

Démonstration - La encore on peut supposer a < b.

Si la fonction g est identiquement nulle, le théoréme est trivialement vrai. On suppose donc
que g n'est pas identiquement nulle. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que la fonc-
tion g est positive (sinon on applique le raisonnement a la fonction —g). D’apres la proposition
7.1.50nadonc f : g(x)dx >0, de plusl'inverse de ce nombre réel existe et il est strictement positif.

f est continue sur I, donc il existe m et M tels que f([a, b]) = [m, M]. De plus g est positive,
on a donc la double inégalité :

Vxela,bl, mgx) < f(x)gx)<Mgx), —

par suite

b b b
mf g(x)dxs/ f(x)g(x)dstf gx)dx. (7.1.18) Exemples
@ a a Exercices
Documents
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, on obtient Les théoréemes

On peut multiplier les termes de I'inégalité par le réel strictement positif 5
Ja g0 dx de la moyenne

b
ms< —f“ ];(x)g(x) dx <M
[, 8x)dx

Le théoreme des valeurs intermédiaires permet alors d’affirmer I'existence de ¢ € [a, b] vérifiant
(7.1.17).

Il resterait a prouver que c est strictement compris entre a et b, mais 'argumentation doit étre
un peu plus poussée et elle ne sera pas développée ici.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.1.12 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercices:
Exercice A.1.17

Théoreme 7.1.5. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soienta < b, f et g deux fonctions définies et
continues sur un intervalle [a, b]. Nous avons alors :

1/2

b b 1/2 b
ff(x)g(x)dx s(f (f(x))zdx) (f (g(x))zdx) ) (7.1.19)

Démonstration - Si a = b 1'inégalité est trivialement vérifiée, on va donc supposer a < b.
SiVxe[a,b], g(x)=0,l'inégalité est trivialement vérifiée, on va donc supposer que g n’est pas

b
identiquement nulle sur [a, b], donc f g?(x)dx>0.
a

Concepts
Pour 0 € R, on a alors I'inégalité :

b
0 S[ (f(x) +0 g(x)*dx, Exemples

Exercices
Documents
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qui se développe sous la forme : Inégalité de

b b b Cauchy-
0= f (f(x)*dx+26 f f)gx) dx +6° f (g(x)*dx. (7.1.20) Schwarz
a a a
Le membre de droite de (7.1.20) est un trindbme du second degré en 6 qui est toujours non négatif
et donc son discriminant est négatif ou nul ce qui donne :
b 2 b b
(2[ fx)gx) dx) —4([ (f(x))zdx) (f (g(x))2 dx) <0
a a a
soit
b 2 b ) b )
([ f0gx) dx) = (f (f(x)) dx) (f (g(x) dx)
a a a
ce qui est précisément (7.1.19) en prenant la racine carrée des trois termes (qui sont positifs).
Corollaire 7.1.2. Soient a et b quelconques, f et g deux fonctions définies et continues en tout
X compris entre a et b, alors
b 2 b ) b )
(f f0gx) dx) < (f (f(x)) dx) U (g(x) dx)
a a a Concepts
Démonstration - Exemples
Exercices
Pour a < b, cette inégalité vient d’étre démontrée. Documents
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Pour b < a, en utilisant ce qui précede on obtient : Inégalité de

a 2 a a Cauchy-
( fb f(x)g(x)dx) s( fb (f(x))zdx) ( fb (g(x))zdx) Schwarz
Or
a b
fb f(x)g(x)dx=—f fx)gx) dx,
a
a b a b
fb (f(x)*dx=- f (f(x)*dx, fb (g(x)?dx=- f (g(x))* dx.
Ce qui permet d’obtenir I'inégalité en remplacant.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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7.1.13 Remarques sur le calcul numérique

Exercices:
Exercice A.1.18

Comme beaucoup d’intégrales ne sont pas calculables de maniere exacte, il est souvent né-
cessaire d’avoir recours au calcul numérique. La méthode la plus simple, que nous avons déja
exposée d’ailleurs, est la méthode des rectangles présentée au chapitre 3 (suites numériques),
exemple B.1 (calcul numérique d’'une intégrale). Nous allons, dans ce qui suit, donner un calcul
d’erreur. On suppose a < b, posons

b
I = ff(x)dx (7.1.21)
a
n—1
et I = > hf(x) (7.1.22)
k=0
b-a
avec h = p xp=a+kh, k=0,1,...,n. (7.1.23)
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Théoreéme 7.1.6. Soit f une fonction continitment dérivable sur [a, b], alors avec les notations Remarques sur

(B.1.1),..., (7.1.23) nous avons lUestimation d’erreur :
I-I,<Ch

avec )
C == (b-a) max |f'(x)|.
2 as<x<b

Démonstration - La relation de Chasles donne :
b
f fx)dx= Z f(x)dx
a Xk-1

Nous avons donc
Xk

I-I,=) fx)dx—hf(xi_1).

k=19 Xk-1
Or

Xk
h f (xx) =f flxk-1) dx,
Xk—-1

= Ih_Z (f(x) fx-1))dx,

Xk-1

et en passant aux valeurs absolues (propriétés des intégrales)

|- Ih|<z If(x)—f(xk_l)ldx.

Xk-1

<< 37

le calcul
numérique
(7.1.24)

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Appliquons le théoreme des accroissements finis :
f) = flek-1) = (x=xp-1) f'ck), Ol X1 < < x,
et majorons la valeur absolue de cette différence :

| f(x) = fxp-1) = (x—x(-1)M,

M = max |f'(x)|.
asx<b

Alors on obtient I’estimation

| —Ipl < (x—x-1)Mdx,

n Xk
k=1 k-1
dans laquelle on peut calculer I'intégrale, soit
” 1
[-Iyl <) M=h*
=1 2
Or
o1, 1 , 1 1
Y M—-h*=-Mnh®=-M(nh)h=-M(b-a)h,
o2 2 2 2

d’ou1 le résultat final !
[I—1p| < EM(b_ ah.

<< 38
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le calcul
numérique

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Remarque 7.1.2. On résume souvent la formule (7.1.24) en disant que la méthode des rectangles

. . . i . R Remarques sur
fournit une approximation de I'intégrale en O(h), ce qui veut dire que I'erreur est inférieure a un

le calcul

infiniment petit d’ordre 1 en k. On voit donc que la convergence de la méthode des rectangles numérique

est médiocre puisque pour avoir une précision de 107% il faut de I'ordre de 10 intervalles. On

peut améliorer trés simplement la méthode précédente en utilisant la méthode des trapeézes qui

consiste a approcher I'intégrale

o h
f fedx par < (£0)+f()
0

Nous verrons au chapitre 9 que la méthode des trapézes fournit une approximation bien meilleure

puisqu’elle est en O(h?).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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7.2.1 Orientation

Exercices:
Exercice A.1.19

Il ressort du théoreme (7.1.2) que le calcul d'une intégrale se raméne a un calcul de primitive
puisque

b
f f(x)dx=F(b)-F(a),
a

ou F est une primitive quelconque de f.

Déterminer une primitive nécessite de lire ‘a 'envers’ le tableau des dérivées usuelles : par
exemple
b1 : :
fu mdx Arcsinb—Arcsina, avec a,be]l-1,+1[.
La recherche de primitives est en général difficile et il n’y a qu'un nombre limité de fonctions
dont on on puisse expliciter une primitive a ’aide de "fonctions connues". évidemment, et nous
le ferons par la suite, on peut toujours donner un "nom" a une primitive mais cela ne résout pas le
probleme de son calcul explicite. Par exemple une primitive (celle qui tend vers 0 quand x — —o0)
de la fonction f(x) = e est notée erf (x) mais on ne peut calculer sa valeur que par des tables
(ce qui est le cas pour la quasi totalité des fonctions usuelles).

41 >p

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Ce qui suit a donc pour objet de se ramener a des fonctions dont on connai t les primitives.

On utilise en général la notation
[ fx)dx

pour représenter une primitive quelconque de f. Si F est un primitive de f on peut donc écrire

ff(x)dsz(x)+C.

<<« 42
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Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

7.2.2 Intégration par parties

Exercices:
Exercice A.1.20

Théoréme 7.2.1. Soient u, v deux fonctions continiiment dérivables sur l'intervalle [a, b]. Alors
b b

f u(x)vx)dx = [uv]Z —f u(x)v' (x) dx,

a a

avec la notation et
[g12'= g(b) - g(a).

Démonstration - Cela résulte de la relation

() (x) = v(xX)u' (x) + ux)v'(x)
Concepts

qui intégrée donne

b b b Exemples
[uv]Z=f (uv)' (x) dx:f u'(x)v(x) dX+f u(x)v' (x)dx. Exercices
a a a

Documents
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Exemple 7.2.1. Pour calculer Intégration par

b
f xcosxdx parties
a

on prend
u'(x) = cosx, R u(x) =sinx,
d’ou ,
v(x) = x, v'(x) =1,
ce qui conduit a
b b
f xcosxdx = [xsinx]Z—f sinxdx = bsinb— asina+ cosb—cosa.
a

a

Remarque 7.2.1. La formule d’intégration par parties s’écrit, en notation d’intégrale "indéfinie" :

fu'(x)v(x)dx: u(x)v(x)—fu(x)v’(x) dx+C.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.2.3 Changement de variable

Exercices:
Exercice A.1.21

De facon a introduire la méthode commencons par un exemple.
Exemple 7.2.2. On veut calculer

b
f xcosx?dx. (7.2.1)
a

Comme nous connaissons les primitives de la fonction f(f) = cos ¢, nous pouvons nous ramener

a cette situation en posant
déf
r=px) = x?

Nous remarquons alors que I'intégrant de (7.5.1) est de la forme

! (@) ' ( )—liF( (x))
o e =g o gl

avec F primitive de f et donc

b1 d
f - = Flpt) dx = = (Fp(b) - Fp(a)).

2dx

N | =

Prenons par exemple
F(t) =sint,

45 >
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nous obtenons ainsi le résultat
b 1 1 b?
f x cosx?>dx = = (sin(b?) —sin(a?)) = —f costdt.
a 2 2 a2

Principe de la méthode.

Si ¢ est une fonction continiment dérivable sur l'intervalle (a, b), si f est une fonction conti-
nue sur I'image par ¢ de (a, b) , si on note F une primitive de f, alors :

b p(b)
f f((p(x))q)’(x)dxz[F(w(x))]ZZF((p(b))—F(w(a))= w f(ndsr.
a o
On adonc
b @(b)
f )¢ (x)dx = " f(ndt.
a pla

Pour passer d'une intégrale a 'autre on effectue ce que 'on appelle un changement de variable,
ce changement s’effectue en 3 étapes :

1. onpose t = p(x),
2. onposedt=¢' (x)dx,

3. on change les bornes, quand x = a, t = ¢(a), quand x = b, t = @(b).

Théoréme 7.2.2. Soit ¢ est une fonction continitment dérivable sur Uintervalle (a, b), soit f
est une fonction continue sur l'image par ¢ de (a,b), alors on a la formule de changement de
variable :

b p(b)
f flpx)e' (x)dx = f fnde. (7.2.2)
a ¢(a)

<<« 46 > b
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Nous allons voir un autre exemple.

Changement
Exemple 7.2.3. On veut calculer I'intégrale de variable
N
=[a ﬁdx avec —|rl<a<b<+|r|,

Si 2 = 1, on sait calculer cette intégrale car une primitive de —— est Arcsin x. On va esssayer
1-x
de se ramener a ce cas, pour cela écrivons

b b 1
= —dx:f — dx
fu V2 —x? a )2
ry/1- (i)

X dx
) ==, dt=2
P 7]

777 e qui permet de récrire I sous la forme

puis posons

b

Pour x =a, t = %, pour x = b, t=

K

7 1 . b
———dt=Arcsin— — Arcsm—

[ () P Ir] 7]
=\ Concepts

Sous les hypotheses du théoreme (7.2.2), on a vu I'égalité (7.5.3), dans les exemples traités,

Exemples
nous avons calculé (;f(:)) f()dt. pour en déduire f . f@(x)¢'(x)dx. Le théoréeme peut servir Exercices
@ (b) Documents

"dans 'autre sens", on calcule f f@(x)¢'(x) dx pour en déduire f f () dt. Voici un exemple

@(a)

<< 47 >
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1

de ce cas, on veut calculer f V'1-t2dt, on pose t = sinx,dt = cos xdx, pour avoir t = —1, on Changement
_1 -

peut choisir x = —Z, pour avoir ¢ = 1, on peut choisir x = 7, on obtient : de variable

/4

y4
: 2 2 T
V1 -sin? xcos xdx :f |cos x| cosxdx :f cos® xdx = >

el
2

I
2

f_llx/ﬁdtzf_

a 2l
2 2]

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.3 Fonctions logarithme et exponentielle

7.3.1  Fonction logarithme népérien.. . . . .. ....... ... ... ...... 50
7.3.2 Fonction exponentielledebasee . .................... 57

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.3.1 Fonction logarithme népérien.

Exercices:
Exercice A.1.22
Exercice A.1.23

Définition 7.3.1. On appelle logarithme népérien et on note x — Inx la primitive de la fonction
f(x) =1/x qui sannule en x = 1, soit:

*dt
lnx=f i x>0. (7.3.1)
1

La fonction In(.) est donc définie et continiment dérivable sur ]0,00[ et par construction (Inx)’ =
1/x.

Théoréme 7.3.1. La fonction In(.) vérifie la propriété fondamentale suivante Concepts
Va,b>0, In(ab)=Ina+Inb. (7.3.2)
Exemples
Exercices
Documents
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Démonstration - 11 suffit de considérer les fonctions Fonction
gx)=In(ax) et h(x)=Ina+Inx. Iorlg:;g:?ne
Ona ] ]
gx)=a—=-=h'x
ax x
de sorte que g et h ayant les mémes dérivées, ne different que par une constante :
In(ax)=lna+Inx+C.
Or pour x = 1 nous avons :
In(a) =lna+C

d'ou C =0.
Remarque 7.3.1. La propriété (7.3.2) est une propriété fonctionnelle. Posons nous le probleme
suivant : trouver toutes les fonctions dérivables sur ]0,00[ qui sont solutions de I’équation fonc-
tionnelle

Va,b>0, f(ab)=f(a)+ f(b). (7.3.3)
Une telle fonction doit donc vérifier

C t
Vx>0, f(ax)=f(a)+f(x), (S
ce qui implique, comme f est dérivable, que Exemples
, , Exercices
af (ax) = f(x). (7.3.4) Documents
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En prenant x = 1 dans (7.3.4) on déduit Fonction

logarithme

af'(a)=f'Q). népérien.

Posons y = f'(1), alors f vérifie, pour tout a positif la relation
'(q) = Y
f(a p

d’ ol
fx)=yInx+C. (7.3.5)

Il reste a vérifier que f donnée par (7.3.5) vérifie (7.3.3) :
YIn(ab)+C=yIlna+C+ylnb+C
ce qui implique C = 0. Finalement donc, les seules solutions sont :

fx)=ynx.

Corollaire 7.3.1. La fonction logarithme népérien possede les propriétés suivantes :
— (@)VYa,b>0, ln% =lna-Inb,
— @()Va;>0,i=1,2,...,n, In(([,a)=Y"  Ina;, Concepts
— (@i))VpeN,Va>0, In(aP)=plna,
— (ivVpezZ,VYa>0, In(aP)=plna,

1 Exemples
— WVgeN*, Ya>0, In(a?) :%lna, Exercices
— Wi)VxeQ,Va>0, In(a*)=xlna, Documents
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Démonstration - a faire en exercice.

Fonction
Variations de la fonction In x logarithme
‘ . ' népérien.
La fonction In x est strictement monotone croissante sur ]0,o00[ a valeurs dans R. Il résulte de
ses propriétés fonctionnelles que
— Inx — oo quand x — oo,
— Inx — —oo quand x — 0, (x> 0).
En effet si x = 10" alors d’aprés la monotonie
Inx=nlnlo,
ce qui montre la premiere propriété, la seconde résultant du fait que
1
In— =-Inx.
X
On a donc le tableau de variation suivant :
X 0 1 +00
(Inx)’ i an
Inx |-c0| /|0]| 7| +o0
Le graphe de la fonction In est donné par la figure (7.3.5).
Concepts
Théoréme 7.3.2. La fonction logarithme népérien possede la propriété suivante :
Exemples
Inx Exercices
~ — 0 quand x — +oo. Documents
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Démonstration - Pour t >1 on a

Fonction
1 1 logarithme
Vi<t etdonc ;<ﬁ' népérien.
On en déduit que pour x>1ona
*dt *dt
lnx:f — <f — =2Wx-1<2Vx.
1t Vi
On a donc
0< Inx - 2
x  Vx
ce qui montre le résultat cherché.
Corollaire 7.3.2. Pour m entier strictement positif et p entier quelconques on a
. (nx)?
lim =0
x—+oo xM
Démonstration - Tout d’abord, si p < 0, I'expression n’est pas indéterminée, le résultat est immé-
diat, on suppose maintenant que p > 0. écrivons Concepts
(Inx)P Inx \?
o = P Exemples
Exercices
Documents

et posons x/'P = y. Alors le rapport a étudier s’écrit
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Fonction

p\P (Iny\” :
(E) (7) logarithme
népérien.
et il suffit d’appliquer le théoréme (7.3.2).
Corollaire 7.3.3. Pour m entier strictement positif et p entier quelconques on a
lim x™ (nx)?P =0.
x—0*
Démonstration - 1l suffit de poser z = % est on est ramené au corollaire (7.3.2).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Fonction

logarithme

15 T T T T T T népérien_
1r A
0.5 |
or A
-05 T
_l — -
=15 7
_2 — -

_25 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 Concepts

Abscisses

FIGURE 7.3.5 — Graphe de la fonction logarithme népérien Exemples

Exercices
Documents
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7.3.2 Fonction exponentielle de base e

Exercices:
Exercice A.1.24

Définition 7.3.2. La fonction f(x) = In x étant strictement monotone sur10,00[ a valeurs dans
R, admet une fonction réciproque notée

fl(x)=expx

définie sur R qui est appelée fonction exponentielle a base e . On a donc

y=lnx & x=expy (x>0, yeR).

Concepts

Proposition 7.3.1. Ona

exp(x + x') = (exp x) (exp x'). (7.3.6) Eig:‘;gg:

Documents
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En effet si I'on pose z = (exp x) (exp x'), alors

Inz =In(expx) +In(expx’) = x + x’

et donc, de maniere équivalente,
z=exp(x+x).

Corollaire 7.3.4.
1. YneN, VxeR, exp(nx) = (expx)"

1
2. VgeN*, VxeR, exp(g) = (exp x) 4
P
q

3. VpeN,VgeN*, VxeR, exp(gx) = (exp x)
La démonstration est immédiate en utilisant le logarithme.

Définition 7.3.3. On définit le nombre e par

Ine=1, donce=expl

sa valeur approchée este =2.718....

En appliquant le corollaire précédent, on a donc

VyeQ, expy=exp(yx1)=(expl)’ =e”
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d’otl1la notation de I'’exponentielle Fonction

— pX .
VxeR, expx=e exponentielle

Cette notation est une extension a R de I'égalité que 'on a démontrée sur Q. de base e

g 2 3 A 2 q q e 5
En effet les expressions e® = e x e, e3 = Ve2 peuvent étre définies sans faire référence 2 la

fonction exponentielle, mais on a démontré que

2

2
e-=exp2, es

= exp(%). Par contre la seule définition de e” est " = exp .
étude succincte de la fonction e*.

On a
(e =e”. (7.3.7)

En effet, si on note,un instant
fx)=Inx, gy=¢€", yo=Inxg, xo=2¢e",

alors
1 1 (Vo) = &%
—:—:xozgyo =e’".
1 1
f (XO) x_o
Comme, pour tout x € R, e* > 0, la fonction e* est strictement monotone croissante sur R et on a
le tableau de variations suivant :

g (o) =

Concepts
X —00 0 +00
(expx)’ + +
exp x o |/|1] /| +oco Exemples
Exercices
Documents

Le graphe de la fonction exponentielle est donné par la figure (7.3.6).
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Théoreéme 7.3.3. Pour tout entier p on a Fonction
. exponentielle

e
— — +o0 quand x — +oo. de base e

X

Démonstration - 1l suffit de poser x = In y, ce qui conduit a étudier, quand y — +o0, le rapport

y
(Iny)r’

D’apreés le corollaire (7.3.2) on sait que

(an;)p — 400 quand y — +oo,

d’ou1 le résultat.

Théoréme 7.3.4. Pour tout entier p on a

lim (x)Pe*=0.

X— —00
Concepts
Démonstration - On pose x = In y et on doit étudier, quand y — 0, le comportement de
Exercices
Documents

Le résultat est une conséquence directe du corollaire (7.3.3).
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Abscisses

FIGURE 7.3.6 — Graphe de la fonction exponentielle
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7.4 Fonctions hyperboliques

7.4.1 Fonctions hyperboliques directes . . . . .. ................ 63
7.4.2 Fonction réciproque du sinus hyperbolique. . . ... ... ....... 67
7.4.3 Fonction réciproque du cosinus hyperbolique. .. ........... 69
7.4.4 Fonctions logarithme et exponentielle a base quelconque . . . . .. 71
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Exemples
Exercices
Documents
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7.4.1 Fonctions hyperboliques directes

Exercices:
Exercice A.1.25

Définition 7.4.1. On appelle fonctions hyperboliques les fonctions définies ci-dessous sur R

par:
e’ +e* e¥—e* shx chx
chx=—, shx=———, thx=——, cothx=—,
2 2 chx shx

oit la fonction coth n'est définie que pour tout x # 0.

Nota. Ces fonctions sont également notées respectivement cosh, sinh et tanh, cotanh.

Remarque 7.4.1. Les fonctions hyperboliques et leurs réciproques, que nous allons définir au
paragraphe suivant, sont utilisées pour simplifier certains calculs et compleétent également le ‘ta-
bleau de primitives’. Elles conduisent en particulier a des formules analogues aux formules de tri- Concepts
gonométrie. On utilise d’ailleurs le terme de formules de trigonométrie hyperbolique. Le terme
de ‘fonction hyperbolique’ est dii au fait que ces fonction servent, en particulier, a paramétrer les

hyperboles d’équation Exemples
P yz Exercices
——-5=1 Documents
P
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dont un paramétrage "naturel" (voir infra) est Fonctions
x=acht, hypert;qllql:es
y=bsht. iIrectes

Alors que les fonctions trigonométriques sont classiquement utilisées pour paramétrer les ellipses

d’équation

PR

S+ =D
dont un paramétrage "naturel" est

{ X=acost,

y=Dbsint.

Propriétés.

La fonction ch x est paire, les autres étant toutes impaires. Un calcul direct montre que

(chx) =shx, (shx)' =chx.

Par ailleurs
chx+shx=e* et chx—-shx=e",
d’ou Concepts
ch’x—sh’x=1 et 5= = 1—tanh®x.
ch“x £ |

. xemples

On en déduit | .
(tanhx) = ——=1 — tanh?x. Documents
ch“x
64 [
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On a les tableaux de variation suivants (comme les fonctions sont ou paires, ou impaires il suffit Fonctions
de les étudier sur [0, +oo[ ) : hyperboliques
x 0 +00 directes

cosh x 1 | /| +o0

sinh x 0 | /| +o0

tanh x 0 | 7| +1

cotanhx | +oo | \(| +1

Les graphes des fonctions ch, sh et th sont donnés par la figure (7.4.7).

Formules de trigonométrie hyperbolique. Il résulte des définitions un nombre important de
formules, analogues a celles de la trigonométrie classique. Donnons en quelques exemples :

ch(a+b)=chachb+shashb, sh(a+b)=shachb+chashb,

tha+thb

- — 2 2 _
1+thathb’ ch2a=ch“a+sh“a, sh2a=2shacha.

th(a+b) =

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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-4 I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abscisses

FIGURE 7.4.7 — Graphes des fonctions ch, sh et th
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7.4.2 Fonction réciproque du sinus hyperbolique.

Fonction réciproque de sh x.

La fonction f(x) = sh x est continue et strictement monotone sur R (car f'(x) =chx >0) eta
comme image R tout entier, on peut donc définir f~! sur R.
Définition 7.4.2. On appelle Argsh x la fonction réciproque de sh x. On a donc

Argshx:R—R avec (x=shy) & (y=Argshux).

On peut donner une expression de Argsh x a I’'aide d'un logarithme. En effet on a

(y=Argshx) = (shy=x) = (chy=V1+x2)

et donc

e¥=x+V1+x?

d’ou la formule, pour x e R :

Argshx =In(x + V' 1 + x2).
(onnoteraque x+ v1+ x2>0, pour tout x de R).

Dérivée de Argsh x.
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En utilisant toujours les mémes notations :
y=f(x)=shx, g(y)=Argshy=x, y9=shxy, xo=Argshyy,

alors
1 1 1 1

f'tx0) chxo \/T+shZx, \/1+y§,

g ) =

oil nous avons utilisé au passage la relation ch?x — sh®xy = 1, en remarquant que ch xy > 0. Nous

avons ainsi établi la formule :

1
(Argshx)' = ——.
1+ x2

<< 68
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7.4.3 Fonction réciproque du cosinus hyperbolique.

Documents:
Document C.1.6

Fonction réciproque de ch x.

Lafonction f(x) = ch x n'est pas monotone sur R, par contre cette fonction considérée comme
une application de R* sur [1,+oo] est strictement monotone croissante et est bijective. On peut
donc définir sa fonction réciproque.

Définition 7.4.3. On appelle Argch x la fonction définie sur (1, +oo[ a valeurs dansR™ par :

y=Argchx(x=1) < y=0,x=chy.

On peut donner une expression explicite de Argchx (exercice : reprendre le méme calcul que
précédemment), pour tout x € [1, +oo[ :

Argchx=In(x+ vV x2-1).

Dérivée de Argch x.
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On utilise encore les mémes notations Fonction

réciproque du
cosinus
hyperbolique.

y=f(x)=chx, g(y)=Argchy=x, yo=chxy, xp=Argchyy,

alors
1 1 1

1
f'x0)  shxo \/chZxg—1 \/yg—I,

g (o) =

o1 nous avons utilisé au passage la relation ch? xo—sh?x = 1, en remarquant que sh x = 0 puisque
X0=0

Nous avons ainsi établi la formule, pour x> 1:
i 1
(Argchx)' = ———
x2-1

Vous pouvez consulter en document la fonction réciproque de la tangente hyperbolique.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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7.4.4 Fonctions logarithme et exponentielle a base quelconque

Exercices:
Exercice A.1.26
Exercice A.1.27

Définition 7.4.4. Pour a €]0, +oo[ on définit la fonction exponentielle de base a par :
a* = e*?, (7.4.1)

fonction qui est définie sur R a valeurs dans R*.

Proposition 7.4.1. La fonction f(x) = a* est indéfiniment dérivable sur R, sa dérivée d’ordre k

étant donnée par :
k

k
— a*=(na)“a”. (7.4.2) Concepts

Elle est strictement monotone croissante pour a > 1 et décroissante pour a < 1.

Exemples
Exercices
Démonstration - immédiate. Documents
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Définition 7.4.5. Pour a €]0,+00l, a # 1, on appelle fonction logarithme de base a et on note Fonctions
log,, la fonction définie sur]0, +oo[ comme la fonction réciproque de a*. On a donc logarithme et
exponentielle a

(y=log,x) & (x=a’), (x>0). base

quelconque

Le cas particulier a = 10 est appelé logarithme décimal et est noté :

logx dé:‘flogw x.

Proposition 7.4.2. Ona
Inx=Inalog, x

Démonstration - On a la suite d’équivalences :

(y=log,x) & (x=e""% & (Inx=ylna) & (Inx=(log,x) (na)).

Théoréme 7.4.1. Soient a et b deux réels de l'intervalle 10,+oo[, a # 1 et b # 1, alors pour tout Concepts
xeR" ona
log, x =log,blog, x.
Exemples
Exercices
Documents
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Démonstration - 1l suffit d’utiliser la proposition précédente. On a
Inx

log. x=—, lo
8a*"1ha

et donc
1 bl _lnblnx_lnx_1
84 Ogbx_lnalnb_lna_ O8at-

<< 73
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7.5 Equations différentielles linéaires du premier ordre

7.5.1 Equation différentielle homogéne . .................... 75
7.5.2 Résolution de I'équation non homogéne . . ... ............ 78
7.5.3 Meéthode de variationde laconstante . . . ................ 80
7.5.4 Equation différentiellede Bernoulli . . . ... ............... 83
7.5.5 Equation diffErentiellede Riccati . . . . ... ... ... ... ..... 85
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7.5.1 Equation différentielle homogéne

Exercices : Exemples: Documents :
Exercice A.1.28 Exemple B.1.1 Document C.1.7
Exercice A.1.29

Soit a résoudre I’équation
Y (x) =ax)yx), xel. (7.5.1)

ol a(.) est un fonction continue sur 'intervalle I. On note A(.) une primitive quelconque de af.).
Comme la fonction e~4™ ne s’annule jamais 1'équation (7.5.1) est équivalente a

Y (e AW = g(x)e 4D y(x) = A (0 e 4D y(x)

soit
yr(x)e—A(x) _ A/(x)e—A(x)y(x) -0
ou encore p
— A —
dx ly@e I=0. (7.52) Concepts
L'équation (7.5.2) admet alors comme seules solutions
y(x)e_A(X) =C, CeR Exemples
Exercices
Documents

d’ou1 le résultat suivant
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Proposition 7.5.1. Soita : I — R un fonction continue, alors l'équation différentielle
Y =ax)yw), xel,

admet pour solution générale
y(x) = Ce™,

out A(.) est une primitive arbitraire de a(.) et C est une constante réelle quelconque.

Proposition 7.5.2. Le probleme de Cauchy suivant

{ ¥ (x) = a(x)y(x),
y(xo) = Yo,

admet comme unique solution

X
y(x) = yOeA(x)—A(xo) = yp exp (f d(t)dt).
Xo

(7.5.3)

(7.5.4)

(7.5.5)

La démonstration est a faire en exercice. Il en résulte que si une solution est nulle en un point, elle

est identiquement nulle.

Par exemple, pour k € R, I'équation différentielle a coefficients constants

¥ (x)+ky(x)=0

<< 76
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a pour solutions les fonctions de la forme B .
Equation
y(®) = Ce ¥ CeR. dlfferentl‘elle
homogene
Un autre exemple, moins trivial, est donné en exemple référencé. Vous trouverez, dans le docu-
ment référencé, le concept de stabilité qui correspond au comportement des solutions quand x
tend vers l'infini.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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7.5.2 Résolution de I’équation non homogéne

Exercices:
Exercice A.1.30
Exercice A.1.31

Proposition 7.5.3. La solution générale de I'équation avec second membre
¥ (x) = a(x)y(x) + b(x), x€ I (7.5.6)
ot a et b sont deux fonctions continues données sur un intervalle I deR est de la forme :
y(x) = yp(x) + yp(x).

ouL yy, est une solution particuliére de (7.5.6) et yy, est la solution générale de I'équation homo-
gene (7.5.1) :

¥, (x) = a(x) yp(x).

Concepts

Démonstration -
En multipliant (7.5.6) par e4™), oi1 A est une primitive quelconque de a, on obtient : Exemples
d Exercices
dx [y(x)e ™) = b(x)e AW Documents
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et donc si S(x) est une primitive particuliere de b(x)e 4™, les solutions sont de la forme :
y(x) = (S +Cet™,  CeR. (7.5.7)

On retrouve yy(x) = CeA™ qui est la solution générale de I’équation homogene (7.5.1)
y q g g

Il reste a montrer que y,(x) =S (x)eA™ est une solution particuliére de (7.5.6), on a en effet :

V) = (8'(x) + a(x)S(x) e = (b(x)e™ "™ + a(x)S(x)e*™ = b(x) + a(x) yp (x)

La méthode générale de résolution se décompose donc en deux phases :
— (i) résolution de I'équation homogene y;l (x) = a(x)yn(x),
— (ii) recherche d’une solution particuliere y,.
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7.5.3 Méthode de variation de la constante

Exercices:
Exercice A.1.32
Exercice A.1.33

Dans le cas général, la méthode de variation de la constante permet de calculer une solution
particuliere. On commence par résoudre I'équation homogene dont les solutions sont de la forme

yh (x) = CeA(x).

La méthode consiste alors a remplacer C par une fonction de x notée ¢(x) et on cherche la solu-
tion de 'équation avec second membre sous la forme

Yp(x) = p(x) e,

En reportant dans I’équation on trouve

A(x)

@' ()™ + p(x)a(x)e™ = a(x)p(x)e™ + b(x),

soit, apres simplification,
@' (x)e™ = b(x).
On obtient ainsi une solution particuliére

Yp(x) = p(x)e™

80 [
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oll ¢(x) est une primitive particuliére de b(x)e 4™ Méthode de

On retrouve ainsi "naturellement” ¢(x) = S(x), primitive de b(x)e 4™, La solution générale variation de la

est donc constante
y(x) = Ce™ + p(x) e = (p(x) + C) ™.,

Cette derniére égalité montre que sil’on considere toutes les primitives de b(x)e~™, on obtient
alors la solution générale directement.

Proposition 7.5.4. Soit a un nombre réel. Lunique solution de

{ y'(x) = ay(x) + b(x), x€I
y(xo0) = yo,

ot b est une fonction continue sur l'intervalle I et xy est donné dans I, est

X
y(x) = yoe® %) 4 f e Dy dr. (7.5.8)
X

0

X
Démonstration- | b(t)e"*'dt estla primitive de b(x)e~* qui s’annule pour x = xg, les solutions c
Xo oncepts

de y'(x) = ay(x) + b(x) peuvent donc s’écrire

X
y(x) = (C+f b(t)e’”dt) e, Exemples
X0 Exercices

Documents
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Si on utilise la condition y(xp) = yp, on obtient
yo = Ce™™

d’ou1 le résultat.
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7.5.4 Equation différentielle de Bernoulli

Exercices:
Exercice A.1.34

Il s’agit d’équations différentielles particulieres de la forme

¥ (x) = ax)y*(x) + b(x)y(x), (7.5.9)

ol a est un réel différent de 0 ou 1. En effet, si @ = 0 ou a = 1, nous voyons que I’équation est
linéaire.

On constate que y = 0 est solution particuliere de I'’équation de Bernoulli, pour obtenir les
autres solutions, on fait le changement de fonction inconnue :

z(x) = y™%.
En effet si on divise (7.5.9) par y* (en supposant que y(x) # 0) on aboutit a
- Concepts
y 1-a
=a(x) + b(x) (x) (7.5.10)
y¥(x) Y
Exemples
et, comme, Exercices
Zx)=1-a)y (xy “(x), Documents
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I'équation (7.5.10) se récrit

1 Z'(x) = b(x)z(x) + a(x)
l-a

ce qui est une équation différentielle linéaire avec second membre.

<< 84

suivant »

Equation
différentielle de
Bernoulli

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A

7.5.5 Equation diffErentielle de Riccati

Exercices: Cours:
Exercice A.1.35 Equation diffErentielle de Bernoulli

Il s’agit d'une Equation de Bernoulli avec n = 2 et avec un second membre, soit :
¥ (%) = a(x)y?(x) + b(x) y(x) + c(x). (7.5.11)

On ne sait rEsoudre facilement cette Equation que si on connai t une solution particuliére ¢, ce
qui permet alors de se ramener a une Equation de type Bernoulli. En effet si on fait le changement
de fonction inconnue

Y(x) = ulx) + ¢(x)
alors, en reportant dans (7.5.11) on obtient :
W () + @' (%) = a(®) [u?(0) + 2u(xX)@(x) + 9* ()] + b(x) [u(x) + p(x)] + c(x)
soit, comme ¢ est une solution particuliere,

u' (%) = a(x) u? (%) + [b(x) +2a(x)p(x) ] u(x)

ce qui est bien une Equation de type Bernoulli avec a = 2.

Remarquons que les équations de type Riccati ont un réel intérét car on rencontre des équa-
tions de ce type dans plusieurs domaines des sciences de I'ingénieur (notamment en automa-
tique).
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Exercice A.1.1 Ch7-Exercice1

Montrer qu'une fonction constante sur [a, b] est étagée.

Retour au cours

Solution

Sommaire
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Exercice A.1.2 Ch7-Exercice2
Soit f:[0,2] — R 1a fonction définie par

3, si0=sx<l1,
fx)=4 1, six=1,
2, sil<x=<2.

Montrer que cette fonction est étagée en donnant au moins deux subdivisions adaptées.
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Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.3 Ch7-Exercice3

al’aide de la définition de I'intégrale des fonctions étagées, calculer [ : mdt (ou m est un réel
donné) et foz f)dtou f:[0,2] — R estlafonction définie par

3, si0=sx<]1,

fx)=4 1, six=1,
2, sil<x<2.

Retour au cours
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Exercice A.1.4 Ch7-Exercice4

Soit f: [a, b] — R qui est nulle sauf en un nombre fini de points. Montrer que f : f)dt=0.

Retour au cours

Solution

Concepts
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Documents
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Exercice A.1.5 Ch7-Exerciceb

Soient f une fonction étagée et A un réel. Montrer, en utilisant la définition, que VA € R, on a
fPAfwar=af" fdr.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents

93



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.6 Ch7-Exercice6

Montrer que si deux fonctions étagées different en un nombre fini de points sur un intervalle
[a, b] elles ont la méme intégrale sur cet intervalle.

Retour au cours
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Exercice A.1.7 Ch7-Exercice?7

Montrer qu’'une fonction intégrable sur un intervalle [a, b] est bornée.

Retour au cours
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Exercice A.1.8 Ch7-Exercice8

Soit f: [a, b] — R une fonction intégrable et u et U deux fonctions étagées tellesque u < f < U.
Déduire de la définition de I'intégrale de f que
fPuwdr< [P fmdr< [PUwadr.

Retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice A.1.9 Ch7-Exercice9

Démontrer la relation de Chasles pour les fonctions intégrables. (on s'inspirera de la démons-
tration de cette propriété pour les fonctions étagées.)

Retour au cours
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Exercice A.1.10 Ch7-Exercice10

Soit la fonction f : [0,1] — R telle que %x < f(x) = 2x, Yx € [0,1]. Donner un encadrement
pour folf(x) dx.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.11 Ch7-Exercicel1

Soit une fonction f définie par

5, si0=x<1,
f)y=< 1, six=1,
2, sil<x=<2.

Cette fonction est-elle intégrable sur [0, 2] ? Calculer alors son intégrale.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.12 Ch7-Exercicel12

Soit la fonction f définie par f(x) = sinx sur l'intervalle [0, 7]. Par quelle intégrale peut-on
calculer 'aire comprise entre I’axe des x et le graphe de f?

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.13 Ch7-Exercice13
Soit la fonction f définie par f(x) = 0 sur [0,1[U]1,2] et f(1) = 1. Cette fonction est-elle nulle

sur [0,2] 2 Que vaut foz f(x) dx? Nous avons pourtant démontré que "si I'intégrale d'une fonction
positive est nulle, cette fonction est nulle". Ou est la contradiction?

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.14 Ch7-Exercicel14

Montrer en reprenant la démonstration de la proposition (7.1.7) que, pour h <0, on a

1 a+h
lim —f fx)dx = f(a).
h—o, Ja

h#0

Retour au cours
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Exercice A.1.15 Ch7-Exercicel15

Calculer fj i dr, [t dt.

Solution

Retour au cours
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Exercice A.1.16 Ch7-Exercicel16

Appliquer le premier théoréme de la moyenne a f;’ sin x dx. Appliquer le deuxiéme théoréme
de lamoyenne a [y f(x)sinxdx, ou f est une fonction continue sur [0, 7] donnée.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Exercice A.1.17 Ch7-Exercicel?7

Donner l'inégalité de Cauchy-Schwartz lorsque la fonction f est constante
(f(x)=a,Vxela,b].

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.18 Ch7-Exercicel18

1. On suppose f croissante sur un intervalle [a, b], on définit h = b;n“, X;j=a+ih, ens’ins-

pirant du document C.1.5 sur I'intégrabilité des fonctions monotones, donner deux fonc-
tions étagées s, et Sy, telles s, < f < Sy,.

2. Calculer Y Y )
fsn(x)dx,f Sn(x)dx,f (Sp(x) = sp(x))dx

3. En déduire une majoration de I'erreur correspondante.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.19 Ch7-Exercicel19

En se servant du théoréme fondamental de ’analyse calculer les intégrales

% 1 1 el
[ sinxdx, f x"dx, f xvxdx, f ~dx.
0 0 0 1 X

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.20 Ch7-Exercice20

b b
f Inxdx, f x2e*dx
a a

Calculer les intégrales

Retour au cours

Solution

suivant »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




< précédent section A

Exercice A.1.21 Ch7-Exercice21

Calculer les intégrales

L x 1 1 Arctan x
f ——dx f Arctanxdx,f —dx
0 0 0

1+x2 7 1+ x?

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.22 Ch7-Exercice22

Calculer la dérivée de la fonction x — In|x|.

Solution

Retour au cours
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Exercice A.1.23 Ch7-Exercice23

Démontrer le corollaire (7.3.1).

Solution

Retour au cours
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Exercice A.1.24 Ch7-Exercice24

1. Pour x réel positif, p et g entiers, on définit la fonction x — x'/9 comme étant la fonction
réciproque de la fonction x — x9. Montrer que

1\p 1Dpgf P
(xti) = (xP)a < a

2. Montrer que
Ey=es
exp(=)=ed.
q

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.25 Ch7-Exercice25

Soient a et x deux réels.

1. Montrer que
ch(a+x)=chachx+shashzx.

2. En déduire par dérivation que

sh(a+ x) =chashx+shachux.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.26 Ch7-Exercice26
Soit a un réel strictement positif, x et y deux réels quelconques, montrer que

aV=a"+a’, a"=(a") =(a")".

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.27 Ch7-Exercice27

Récapituler, les extensions successives de la fonction x%, x étant un réel positif et & étant un
entier positif, un entier négatif, un rationnel, un réel.

Retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice A.1.28 Ch9-Exercice3

Soit I’équation différentielle y'(x) = a(x) y(x) et soient A et A deux primitives de a(x). Donner
les solutions en fonction de A puis de A et montrer que "changer de primitive revient 4 changer
de constante".

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents

116



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.29 Ch9-Exercice4
Montrer que 'unique solution de

{ ¥ (x) = a(x)y(x),
y(x()) = Yo,

s’écrit
y(x) = yoet 04,

En déduire que si une solution de y'(x) = a(x) y(x) s’annule en un point, elle est identiquement
nulle.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Exercice A.1.30 Ch9-Exercice6

Calculer
S(x) :/e_zxsinwxdx.

En déduire la solution générale de

¥ (x) = 2y(x) +sinwx.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.31 Ch9-Exercice7

Donner une solution particuliere (évidente) de
y'(x)cosx + y(x)sinx = 1.

En déduire la solution générale de cette équation.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.32 Ch9-Exercicel12

Utiliser la méthode de variation de la constante pour résoudre

y'(x)cosx + y(x)sinx = 1.

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.33 Ch9-Exercice13

Calculer, par la méthode de la variation de la constante, une solution particuliere de

¥ (x) = 2y(x) +sinwx.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.34 Ch9-Exercice15
Soit a résoudre I’équation de Bernoulli
2y +y+y*=o0.

Quel est le changement de fonction inconnue? Quelle est I'équation différentielle en z ainsi ob-
tenue? La résoudre et en déduire y.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Exercice A.1.35 Ch9-Exercicel16

REsoudre I'’équation différentielle de Riccati suivante :

1
A
Y X J x2

On vérifiera que w(x) = % est une solution particuliere.

Retour au cours

Solution
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section A

Exercice A.2.1 TD7-Exercice1

Soit la fonction f(x) = e*, N étant un entier , on pose h = %
On définit
— une subdivision de [0,1] par x; =ih,0<i < N,
— les fonctions étagées
— u(x)=e", pour x€ [x;, x;+1[, 0<i<N-1,
— U(x) = e**, pour x € [x;,X;+1[, 0<si<N-1

1. Représenter sur une figure les courbes d’équation :

y=fx), y=ulx), y=U(x), x€]0,1].

Montrer que u(x) < f(x) = U(x), Vx€]0,1[.
1

2. Calculer f

1
u(x)dx, f Ux)dx
0 0

1
3. Montrer quef Ux)—ux)dx=(e—1)h.
0

4. En déduire que f est intégrable sur [0, 1].

h_1

5. Quelle est la limite quand & tend vers 0 de ?

1 1
En déduire [; = lim[ u(x)dx,ly = lim[ U(x)dx.
h—0Jo h—0Jo

suivant »

1
6. Montrer que par définition de l'intégrale de f, [; < f fxdx <.
0

1
En déduire la valeur (bien connue!) de f fx)dx.
0
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Exercice A.2.2 TD7-Exercice2

Soit f une fonction intégrable sur I, montrer que

b
Ya,bel, f fdte
a

=

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice A.2.3 TD7-Exercice3

Montrer que 1 -1 < [ e ¥ dxetsia>1, [feFdx<l- 1.

Aide 1 Aide 2

suivant »
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Exercice A.2.4 TD7-Exercice4

1. Soit f une fonction continue, u et v deux fonctions dérivables. Montrer que la fonction
v(x)
définie par: g(x) = f(r)dt est dérivable. Calculer g’(x).

u(x)

2. Soient a € R* et ¢ € R, montrer que les fonctions f continues qui vérifient
xX+a

f)dt=c, Vx eR, sont périodiques de période 2a.

X—a

sin® x
3. (a) Montrer que l'intervalle d’étude de la fonction g(x) = f arcsinVtdt peut étre res-
0

treint a [0,7/2].

sin? x
(b) Calculer la dérivée de g(x) = f arcsin v/'tdt pour x € [0, 2l
0

(c) Calculer une primitive F(x) de 2xsinxcos x.
(d) En déduire une espression de g(x) pour x € [0, Z].
(e) Calculer g(%”).

4. (a) Calculer la dérivée des fonctions définies par :

b b x—x3
fl(x):f0 sintdl‘,fg(x):f0 cos tdt, g(x):fx sintdt. Concepts
xS
(b) On définit h(x) = f sin(x— t)dt.
0 Exemples
i. Transformer h(x) en utilisant les formules trigonométriques. Calculer /' (x). Exercices
Documents

ii. Calculer /' (x) en faisant le changement de variable u = x — t.
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Aide 3
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Exercice A.2.5 TD7-Exercice5

1. SoientaeRet b e Rtels que a < bet f une fonction continue sur [a, b] telle que ff fx)dx=
0. Montrer qu'’il existe c €]a, b[ tel que f(c) = 0.

2. Montrer al'aide d'un contre-exemple que ce résultat est faux si f n’est pas continue.

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1], on suppose que sa valeur moyenne sur [0, 1] vaut %
Montrer que f a au moins un point fixe.

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.6 TD7-Exercice6

Déterminer le signe de />

Aide 1 Aide 2 Aide 3

T sinx
dx.
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Exercice A.2.7 TD7-Exercice7

2
Soit f une fonction continue sur [a, b] montrer que ( /, (f f (t)dt) <b-a/ (f f2(ndt.
On suppose maintenant que f est dérivable et que sa dérivée est continue, montrer que (f(b)—

f@?<b-a [’ fwad:r.

Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.8 TD7-Exercice8

2x@

Soit f une fonction continue sur | -1, 1|, calculer la limite quand x tend vers 0 de x 2

X

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.9 TD7-Exercice9

1. Montrer que Vx € R", arctanx < x et e* — 1 < xe”.

2. En utilisant les théorémes de la moyenne, montrer que
4 sinx @ sinx
Sdx| = S dx
0o 1+x 0o 1+x

Question1 Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2

<arctana, Va € R*.
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Exercice A.2.10 TD7-Exercice10

. sint L .
1. Montrer que la fonction 5 est intégrable sur tout intervalle [a, b].

t
Montrer F admet une limite quand x tend vers 0.

1 [*sint
2. On définit pour x #0, F(x)=;f —dt.
0

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.11 TD7-Exercicel1

x2
. cost .

1. Soit x €]0,1[U]1, +oo[, montrer que F(x) = f ﬁdt existe.

n

X
2. Soit x €]0,1[U]1, +o0o[, montrer que

2

1
dc compris entre x et x%,F(x) = ccos cf —dt
x tlnt

X

24

1
3. Calculer f —dt.
x tInt

4. En déduire la limite de F(x) quand x tend vers 1.

X

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3

Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 4  Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.12 TD7-Exercicel12

On suppose que a < b.
1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Soit f une fonction continue sur [a, b], on définit f = 1g, ou A est une constante réelle,
montrer que

b 2 b b
(f (f(t)g(t))dt) =f (f(t))zdtf (g(0)*dt

3. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], on définit

b
g = f (F(5 - Ag(n)dr.
a

On suppose que la fonction g n’est pas identiquement nulle et que 'on a:

b 2 b b
(f (f(t)g(t))dt) =f (f(t))zdtf (g(1)%dt.

(a) En déduire qu’il existe Ay tel que g(Ag) = 0.

(b) En déduire que f(t) = 1og(t),Vt € [a,b].
Concepts
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Exercices
Documents
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Exercice A.2.13 TD7-Exercicel13

L |
1. — Rappeler!’expression permettant de calculer f _td ¢ parlaméthode des rectangles.
0

On notera n le nombre d’intervalles de discrétisation.
— Donner un majorant de la valeur absolue de I'’erreur commise.
— Comment choisir 7 pour que cette erreur soit inférieure 2 10722

b
2. Enutilisantla méme discrétisation, la méthode dite des trapezes permet d’approcher f f®dt
a
par

n—1
h(f(xo) 25 po s f(xn))‘
2 = 2

On montre que si f admet une dérivée seconde bornée sur [a, b] par M, alors la valeur
M>h?(b-a)
12

absolue de I'’erreur commise est inférieure a

1
— Donner 'expression permettant de calculer [ md t par laméthode des trapezes.
0
— Comment choisir 7 pour que I'erreur soit inférieure 2 10722

3. Comparer I'efficacité des 2 méthodes.

Concepts
Question1  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Exemples
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Exercices
Question 3  Aide 1 Documents
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Exercice A.2.14 TD7-Exercicel4

+X

1
1
1. Calculer[zf —dx.
o 1

2. On découpe l'intervalle [0,1] en 7 intervalles de longueur égale, on note I, I'approxima-
tion de I par la méthode des rectangles.

(@)
(b)
(c)

3. (a)

(b)
(c)

4, (a)

(b)

(c)

Quelle est 'expression de I, ?
Donner une majoration de |1, — I|.
En déduire la limite de la suite de terme général + m +o 4 ﬁ

11
Calculer J,,41 =/ —dxaveca= ﬁ
a X

1 1
Montrer que Jp41 <= 1+5+...+ 5.

En déduire que la suite de terme général 1 + % +...+ % est divergente.

1

1
Poura,a>0eta #1, calculerf — ax.
a X

1
n+1’

n 1 LR
; k+1)a‘(n+1)a—1fa 1 ;k_

Montrer que pour a = ona

En déduire les régles sur les séries de Riemann énoncées au chapitre 3.
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Question 2a
Question 2b
Question 2¢
Question 3a
Question 3b
Question 3¢

<<

Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
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Aide 2
Aide 2
Aide 2

Aide 2 Aide 3
Aide 2
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Exercice A.2.15 TD7-Exercicel15

Calculer

e 1
1. :f x"Inxdx. I :f arctan xdx.
1 0

n
— 2 a X _ 2 X
2. I3= sinxetdx. Iy = cosxe dx
0 0

Solution
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Exercice A.2.16 TD7-Exercicel16

Calculer les primitives suivantes
flnxdx, fArctanxdx, farcsinxdx, f(x2+x+ De**dx, fxsinxdx, f(sinx)ezxdx.
Réponses :
xlnx—x+C, xArctanx — %ln(l +x%) +C, xarcsinx+V1-x2+C,
x2+1 2% ) 1 ) 2%
—e“"+C, —xcosx+sinx+C, g(—cosx+231nx)e +C

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.17 TD7-Exercicel?7

1
Soit (I,,) la suite dont les termes sont définis par I, = f

n

dx.
o 1+x"

1. Montrer que lim I, =0.
n—+oo

1
2. Intégrer par parties pour montrer que nl, =In2 - f In(1+x")dx.
0

3. Utiliser la formule de Taylor pour montrer que V¢ > —1,In(1+1¢) <t

4. En déduire que lim nl,=In2.
n—+oo

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.18 TD7-Exercicel18

Soit f une fonction continiment dérivable sur [a, b], montrer que

n—+oo

b
lim f f(@®)sin(nt)dt =0.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.19 TD7-Exercicel19

1. Soit a,b € R avec a < b et (f)n=0 une suite de fonctions continues sur [a, b]. Pour tout
neN, on pose u, = n}a)é] | fn(x)|. Montrer que
X€Ela,

b
u, — 0 = lim/fn(t)dtzo
a

n—-+oo n—+oo

2. (a) Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles la suite de fonction (f;,) définies sur
D =[0,1] par f,(x) = xn%e™"™* converge uniformément sur D vers la fonction identi-
quement nulle.

(b) Al'aide d'une intégration par partie, calculer

1
I, =/ fa(x)dx.
0

(c) Commentez les résultats (relativement a la question 1.) en fonction des valeurs de a.

3. (a) Justifier que la fonction définie sur D = [0, 1] par

1

n?x(1-nx) si0sx<+

falx) = { 0 sinon.

converge simplement sur D vers la fonction indentiquement nulle.

147 >
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1
(b) Calculer f fn(x)dx.
0

(c) Déduire de la question 1. que la convergence n’est pas uniforme.
4. On définit la suite de fonctions sur D =[0,1] par f,,(x) = ———.
(fn) [0,1] par f,(x) pEa——
(a) Justifier que (f;) converge simplement sur D vers la fonction identiquement nulle.
1 Inte"+n) 1
(b) Montrer quef frnx)dx = e a1l +—.
0 2n 2

(c) En déduire que la suite de fonctions (f;) ne converge pas uniformément sur D vers la
fonction identiquement nulle.

5. Soit (f;,) la suite de fonctions définies sur D = [0, 1] par f,,(x) = T3 33

1
Déterminer lim f fa®dt.
n—+oo 0
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Exercice A.2.20 TD7-Exercice20

Soit f une fonction continue sur R, périodique et de période T.

1. Utiliser la relation de Chasles pour montrer que la fonction définie sur R par

x+T
F(x)= f fndte
X
T
est constante égale a f fdze.
0

2. Retrouver ce résultat en utilisant 1’exercice .

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question2 Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.21 TD7-Exercice21

o . t In|¢| t :
Calculer les primitives des fonctions : ——, —, r*(1 +°)°, —, L, Vsinzcost,
1+2 \/1_¢2 t 1+
arctant . . sinx
———, €' (t* = 1), In|z], arccos 1, sin® x cos® x, cos® xsin® x, cos® x, cos® x, cos® x, ————.
r-+1 3-2sin“x
Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.22 TD7-Exercice22

Soient f une fonction continue sur [a, b] telle que Vx € [a, b] f(a+ b—x) = f(x).

1. Quelle propriété posséde la courbe représentative de cette fonction?

2. On pose t = a+ b — x, utiliser ce changement de variable pour "transformer" f f xf(x)dx.

3. En déduire que f

4. Calculer f

Réponse :

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4

b a+b

b
xf(x)dx= —f fx)dx.
a 2 a

T xsinx
o 1+cos?x

b5l

4

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2

Aide 1

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7

Concepts

Exemples
Exercices
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Exercice A.2.23 TD7-Exercice23

Calculer les primitives suivantes a I’aide du changement de variable indiqué, préciser pour
quelles valeurs de t ces primitives sont définies :

1.
f\/zzttﬁdt’ x=V2t+1.
2. o
f(l-i—et)—e\/Tldt, x=vel-1
Réponse :

t

2t-1Dv2t+1
3

1
+ C, pour ¢ > — V2Arctan +C, pour £ >0

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.24 TD7-Exercice24

1 1 V3-1 1
1. Calculer I1 = ——dx, I, = —dx
! fo a2+ x2 2 fo X2 4+2x+4

1 1 1 2%
[ :f _2E
3 [_1x2—x+1 4 1 x2—x+1

2—x
2. Calculer les primitives des fonctions f5(x) = ——, fs(x) = ———— et retrouver les
) ,p, 55 x?>—-x+1 fe x?>—x+1
résultats précédents.
Réponses :
T b4 1 Tv3

1 1
I = —Arctan—, I, =

=——, 3=—,
a a 12V3 V3 2

-1

+C

2 2x 1 2x
F5(x) = —Arctan +C, Fs(x) = —=In(x*— x+1) + V3Arctan
V3 2

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.25 TD7-Exercice25

1. Calculer les intégrales suivantes :

1
(a) Ilzfil\/l—xzdx.
(b) Iz=fa\/a2—x2dx.
O§
(© Ingz vV —x2+3x-2dx.
1§
(d) I4:f2(—2x+3)\/—x2 +3x—2dx.
1;
e) 15:f12x\/—x2+3x—2dx.

Réponse :

\/§ T T T 1 1 3n
Il =+—+ _IIZ = _a|a|713 = _;14 = _715 =——+t .
8 3 4 16 12 24 32

2. Pour quelles valeurs de x les fonctions suivantes sont-elles définies, on suppose que a > 0,
déterminer alors leurs primitives et retrouver les résultats précédents.

@ fil=V1+x? fHlx)=V1-x?, f3(x)=Vx?-1.

(b) fi(x) =V a?—x2
© fs(x)=V-x2+3x-2, fo(x)=2x-3)V-x2+3x-2, fr(x)=xV—-x%+3x-2.

154 >
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(d) fes(x)=V-x2+2x+6.
e) fo(x)=Vx%+2x+6.
) fio(x) = Vx%+2x.

Réponses :
xV1+x2 Argshx xV1-x2 Arcsinx
Fi(0)= L ESY L o B () = + +Cpour —1<x<1
2 2 2 2
xVx?-1 Argchx
— +C pour x> 1
F3(x) = 2 2 :
xVx?—1 Argch(-x)
> + 2 +C pourx<-1

xva?-x2 a? X
Fy(x) = T + ?Arcsmz + C pour x € [—a, a]

2x—3 > Arcsin (2x —3)
F5(x):T\/—x +3x—2+T+Cpourx€[l,2]
2 2 3/2
Fg(x)z—g(—x +3x-2)""“+Cpour x€[1,2]

1 3(2x-3 3
Fr(x) = —g(—x2+3x—2)3/2+ ¥\/—x2 +3x-2+ EArcsin(2x—3) +C,

8
7 x—-1 (x-1)V-x2+42x+6
Fg(x) = —Arcsin + ( ) + C pour x € [1-vV7,1+V7]
2 V7 2
5 x+1 (x+DVx2+2x+6
Fy(x) = =Argsh + ( ) +C,
2 V5 2
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Question 1b
Question 1¢
Question 1d
Question 1e
Question 2a
Question 2b
Question 2¢
Question 2d
Question 2e
Question 2f
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(x+ 1)\2/ x2+2x B Argchz(x +1) +C  pourxz0 Exercice A.2.25
Fro(x) = _ i
10(xX) (x+1)V212x  Argeh(—x—1) TD7-Exercice25
+ +C pourx=<-2

2 2

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9
Aide 1

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Aide 1

Aide 1

Aide 1
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Exercice A.2.26 TD7-Exercice26

1. Calculer I'aire A; du domaine défini par : x* + y*> < 1, x < % Retrouver ce résultat a 'aide
d’aires connues.

2. Calculer l'aire A, du domaine limité par 'hyperbole d’équation —x? + y? = 1, la droite
d’équation x = 0 et la droite d’équation x = 1.

3. Calculerl'aire A3 du domaine limité par 'hyperbole d’équation x*—y? = 1, la droite d’équa-
tion x =2.

Réponse: Ay = 2 + Y3, 4, = V2 +1In(1 + v2), A3 = 2v3 - In(2 + v/3).

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Concepts

Exemples
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Documents

157



< précédent section A

Exercice A.2.27 TD7-Exercice27

1. Calculer les primitives des fonctions suivantes :
1 1

cosx’ sinx’
1 cos® x

(@)

(b) ) .
2+cosx’ sin®x
2. Méme question pour :

9 1 1 1
(a) tan”x, T 5 - aveca>1,
COs“X sin“x l+sin“x a-+sinx
) tan x COoS X 1 cos3 x +cos® x

cos?2x’ 2+cosx’ cos3x’ sin?x+sintx
Solution
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Exercice A.2.28 TD7-Exercice28

Montrer que

Aide 1

ch(Argshx) = V1 + x?

sh (2Argshx) =2xvVx2+1

ch (2Argsh x) = 2x2+1
Argchx=In(x+VvVx?2-1)six>1

)

159
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sh(Argchx) = ViZ-lsix>1

sh (2Argchx) = 2xVxZ—1six>1
ch(2Argchx) = 2x2—1six=>1
Argshx =In(x+ \/m)
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Exercice A.2.29 TD7-Exercice29

Déterminer la forme générale des primitives des fractions rationnelles suivantes :

1 3+x 2 1 3x+4 ax+p
x-18(x-2)" x3-x2+x-1" (x-D4x2+1) x"(x—-1) (x2+2x+3)2" (x2-2x+5)2
Réponses :

1 1 1 x—2
f dx= +...+ + + n| I+C
(x—1)8(x—-2) 7(x—-1)7 2(x-1)2 x-1 |x—1|
3+x 5
———dx=2In|x-1|-In(x“+1) —Arctanx + C,
B-x>+x-1
1 1 1 1
f—dx:— + - — —=Arctanx + C,
(x=D4x2+1) 3(x-13 2(x-12 2(x-1) 2

1 1ol
f— =ln|x-1/-In|x|+ ) — +C.
x"(x—-1) o1 X!

3x+4 3 1 1 x+1 x+1
(x2 dx=—- + Arctan +

+
2 2 2
+2x+3) 2 X°+2x+3 42 V2 ) 4Ax®+2x+3) CeReEss
ax+f a 1 a+p (x—l) a+pf x-1
dx=—— + Arctan +
f(x2 2x+5)2 2 x2-2x+5 16 2 8 x2-2x+5
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.30 TD7-Exercice30

1. Calculer une primitive de la fraction rationnelle T 3
X

In|x+1] Inx%-x+1) 1 x—1
— + —Arctan +C.
3 6 V3 V3

1
2. En vous inspirant de la fagcon dont on a calculé une primitive de REESEk calculer une
X

(

Réponse : F(x) =

rimitive de —————
P 1+ x3)2

X
Réponse : %F(x) + m

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.31 TD7-Exercice31

n 3 I &,
2 COS° X 1 1 tanx
f — dx,f tanzxdx,f 3 dx
z sin® x 0 0 COS“X

4

1. Calculer

4 .1 T 1
Réponses: 3, 1-7, 3.
2. Onrappelle que
1-tan®¥ 2tany
cosx=———=, sinx=

1+tan2§' _1+tan2§

On pose ¢ = tan 3, utiliser ce changement de variable pour calculer :

T o T
f§ dx fi dx fz dx
o cosx’ 1 sinx’ Jo 2+cosx

3
Réponses : In(2 + v/3), %lnS, \/_T

Question1 Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.32 TD7-Exercice32

1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
2y'(x) +3y(x) =0, 2y (x) +3y(x) = a + Bx, 2y (x) +3y(x) = e**

Réponses :

_ax _x B 1 2 _a et
yx)=Ce 2, y(x)=Ce > +§x+§ a—? , y(x)=Ce 2 +H’ CeR

2. Dans un circuit LR excité par un courant sinusoidal, I'intensité du courant est donnée par
Li'(t) + Ri(t) = Esinwt

Calculer i(1).
Rt ER

Lw
Réponse : i(t) =Ce™ L sinwt - ———-=coswt, CER

+ —_—
L2w? + R? L?w? + R?
3. Résoudre les équations différentielles suivantes, pour chacune d’elles préciser 'intervalle
de résolution :

= xArctan x

xy (x) = 2y(x) = x>, xy' (x) — y(x) = x*sinx, y'(x)— @

RCA-x)+x)yx)+xA -2y (x) =2-2x+x%, 2x%y'(x) +4xy(x) = -1

Réponses :
y(x) = B+ Cx? y(x) = Cx— xcos X,
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y(x) = x?Arctanx — xInV'1+ x2 + Cx, y(x)=C

Question 1 Aide 1
Question2 Aide 1
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

<<« 164
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e*(1-x)
—Q 7

L,

suivant »

C
y(x)=§—

1
—, CeR.
2Xx

Exercice A.2.32
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Exercice A.2.33 TD7-Exercice33

Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes apres avoir déterminé
sur quel intervalle la solution est définie

1.
;) X+2 e*
J’+—J’—?-
2.
,+ _l_e—Zx
y y_ex+e‘x
3.

xy +Bx+1)y=e 3%

On prendra le soin de normaliser I'équation différentielle et de prolonger sa solution, si
possible, en une solution maximale, continue et dérivable sur R.
Réponses : C1, C; et C sont des constantes réelles, on obtient :

—-X X —X X

e e e e
y(x) = Ci— + 5— pour x €]0, +oo[, y(x) = C2— + — pour x €] —00,0[.
y o X 2x Concepts
y(x)=(C+In(e* +e *))e ™ .
Exemples
o—3% =31 DExermcsﬁ
(x)=C +e 3% pour x €]0, +oo[, y(x) = Cp +e 3% pour x €] — o0, 0[. ocuments
y P y
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Question 1
Question 2
Question 3

<<
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Aide 1 Aide 2 Aide 3
Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice A.2.34 TD7-Exercice34

1. Déterminer les trois réels a, b, ¢ tels que

1 a b c

—_— s di—— )
x(x2-1) x x-1 x+1

2. Résoudre I'équation différentielle

x(x2 -1y +2y=x% xeR

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.35 TD7-Exercice35
On veut résoudre I’équation différentielle d’ordre 1
y’—%—yzz—9x2,x>0. (B)

1. Déterminer a > 0 tel que yy(x) = ax soit une solution particuliere de (E).

2. Montrer que le changement de fonction inconnue y(x) = yo(x)— ﬁ transforme I’équation
différentielle (E) en

z +

1
6x+—)z:1,x>0 (E1)
X

3. Résoudre (E;) et en déduire toutes les solutions de (E).

Question 1  Aide 1
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.36 TD7-Exercice36

Résoudre I'équation différentielle :
¥ (%) + y(x) = xy* (x).

Réponses : C e R

yx) = C ,ou y(x)=0.

eX+x+1

Aide 1

169
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Exercice A.2.37 TD7-Exercice37

1 1
Résoudre y'(x) = y2 (x) — M = (vérifier que w(x) = p est solution particuliere).
X X
Réponses :
2x 1 1
y(x) = —x2+C+;' ouy(x):;, CeR
Aide 1
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B.1

Exemples du chapitre 7
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Exemple B.1.1 Non unicité de la solution d’'une équation différentielle

Considérons le probleme de Cauchy

{ y'(x) =y, B.L1)

y(0) =0.
Cette équation (ou f(x, y) = ,/y est définie, continue sur R x R,) admet la solution évidente
@(x)=0, VxeR.

Par ailleurs cette équation admet les solutions suivantes, si C est une constante positive :

w(x)zﬂ pour x=C
w(x)=0 pour x<C

On vient donc de voir que le probleme (B.1.1) admet plusieurs solutions distinctes ¢ et v, ce qui
montre la non unicité de la solution. Mais ici la condition de Cauchy-Lipschitz n’est pas satisfaite.

Retour au cours Concepts

Exemples
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Documents
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C.1

Documents du chapitre 7
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Document C.1.1 Résultat pour les fonctions étagées

Proposition C.1.1. Soit f : I — R une fonction étagée. Si xy, X1,. .., X, est une subdivision de I
adaptée a f et sil'on pose f(x) = m;, Vx €lxi_1, x;[, alors le nombre (x1 — xo) my + (xp — x1) mo +
-+ (X — Xp—1) My, ne dépend pas de la subdivision.

Démonstration - Sil’on ajoute a la subdivision xy, x3,..., X, un point y, compris par exemple entre
X; et x;+1, on obtient la subdivision xy,..., xi, ¥, Xi+1,..., X, qui est aussi adaptée pour f puisque
f(x) = mj;q six€lx;, ylou x €]y, x;+1[. D’autre part puisque

(y—xi)mjy1 + (Xir1 — YIMi1 = (X1 — X)) my

les sommes correspondantes aux deux subdivisions sont égales. De cette maniéere, on peut mon-
trer par récurrence, que la somme garde sa valeur si 'on rajoute un nombre fini de points a la
subdivision initiale.

Supposons maintenant que ¥y, J1,--.,¥m S0it une autre subdivision adaptée a f et appelons
Sy la somme correspondante a la subdivision initiale et S, la somme correspondante a cette sub-
division. L'union des deux subdivisions consiste a rajouter un nombre fini de points a chacune
d’entre elles, ce qui ne change pas la somme correspondante et ce qui donne de maniere évi-
dente: Sy = §,.

Retour au cours
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Document C.1.2 Somme de fonctions intégrables

Proposition C.1.2. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. La fonction f + g est in-
tégrable etff(f+g)(x) dx = fff(x) dx+ffg(x) dx.

Démonstration - Soit € > 0 donné, puisque les fonctions f et g sont intégrables, il existe des fonc-
tions étagées u, v, U et V telles que

E

b b
usfsU,vsgsV,f (U—u)(x)dxsg,f (V-v)(x)dx<

Posons w=u+vet W=U+V, ces fonctions w et W sont étagées et

b b b
wsf+gsW,f (W—w)(x)dx:f (U—u)(x)dx+f (V-v)(x)dx <e.

La fonction f + g est donc intégrable et 'on a de manieére évidente

b b b
fw(x)dxsf (f+g)(x)dxsf Wi(x)dx

Concepts
et

b b b b b b
[ u(x) dx+f v(x) dxsf fx) dx+f gx) dxsf U(x) dx+f V(x)dx.
a a a a a

a Exemples

Exercices
Documents
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En "soustrayant” ces inégalités et en remplacant w et W par leurs valeurs, on obtient

b b b
/u(x)dx + fv(x)dx—f W(x)dx (C.1.1)
a a b a b b
< —f (f+g)(x)dx+f f(x)dx+f gx)dx (C.1.2)
ba b ¢ b “
< fU(x)dx+[ V(x)dx—f w(x)dx (C.1.3)

Puisque 'intégrale de la somme est égale a la somme des intégrales pour les fonctions étagées, on
peut regrouper les membres de gauche et de droite, ce qui donne, par exemple pour le membre
de droite :

b b £ €
/ (U—u)(x)dx+/ V-vx)dx=s—-+-<¢
a a 2 2

et de méme le membre de gauche est supérieur ou égal a —¢. Il vient donc que pour tout € > 0, on
a

b b b
—ss—f (f+g)(x)dx+f f(x)dx+f gx)dx<e
ce qui donne

b b b
f(f+g)(x)dx—f f(x)dx—f gx)dx=0.

Retour au cours
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Document C.1.3 Intégrabilité des fonctions continues
Théoreme C.1.1. Si f:[a, b] — R est une fonction continue, alors f est intégrable sur [a, b].

Démonstration - Puisque f est une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b], elle est uni-
formément continue, ce qui veut dire

Ve >0, dn > 0 tel que
Vxe€la,bl,V¥xp€la,bl, (x—xl=n) = (f(x)-f(xl=<¢)

ol ne dépend pas de xy. Soit n € Ntel que h = b;n“ < 2n et considérons la subdivision x; = a+kh,
k=0,1,..., n. Notons aj le milieu de chaque intervalle ]xg, xi;1[ et considérons les fonctions
étagées u et U telles que :

ulx) = flag) —¢,
Ux) = flag) +e.

Alors, lorsque x € [x, Xg4+1[, nous avons |x — | <1 et donc

{ Vk=0,...,n—1, VX € [X}, Xps1[,

(ux)=)flap) —€< f(x) < flag) +e(=U(x))

Ll Concepts
b
f W-wdx = (x1—x)(f(ao)+e~ flag) +¢) (C.1.4)
¢ Exemples
+ (e—x)(fla) +e-fla)+e)+-- (C.1.5) Exercices
D
+ (Xp—xp-1)(flap—1)+e— flap—1)+¢) (C.1.6) ocuments
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soit )
f (U-u)(x)dx=nhe) = (b-a)2e

Ce qui démontre le résultat. (Pour étre rigoureusx, il faudrait partir avec € > 0, poser ¢’ < mb;—a) et

faire le raisonnement précédent avec ¢’ de facon a avoir exactement ¢ dans la derniére inégalité.)

Retour au cours
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Document C.1.4 Sommes de Riemann

Définition C.1.1. (Sommes de Riemann) Soit f une fonction numérique définie et continue sur
un intervalle [a, b] deR. Soit

Aa=X)<X1<Xp<:<Xp_1<Xp=Db
une subdivision de [a, b]. Donnons nous, pour chaque sous-intervalle
[xi,xi+1]r i:()r---)n_ly

un point 0; de ce sous-intervalle. On appelle alors somme de Riemann associée a la fonction f,
a la subdivision ([x;, X;+1])o<i<n-1, la somme :

n-1
P EEEAYICHE
i=0

Nous avons alors la proposition :

Proposition C.1.3. Soit f une fonction numérique définie et continue sur un intervalle [a, b]
fermé borné deR. Alors,

Concepts
b
Z (xi+1— %) f0:) = f fx)dx,
maXIle Xi|—0 a Exemples
Exercices
quel que soit le choix des points 0; € [x;, Xj+1]. Documents
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Démonstration - La fonction f étant continue sur [a, b] y est uniformément continue, soit : Document
{ Ve>0,3In >0, tel que S C'1c;4
Vxelabl, Vyelabl, (x-yl<m = (f@)-fQ)ls<e. ommes de
Riemann
En conséquence, pour toute subdivision (x;), telle que :
Vie{o,ly”-)n_l}’ |xi+l_xi|517’
nous avons :
b n-1 n-=1 prxj1
f f@dx=) (xim-x) fO)] = |) Fx)dx—(xi+1—x;) f(60;)
a i=0 i=0YXi
n-1 Xi+1
< ) f Fx)dx—(xi+1—x;) f(60;)
i=0 1YX;
n-1 Xi+1 Xi+1
< fx) dx—f f@)dx
i=0 1JX; Xi
n=1 rx
< ) |f(0 - fO)] dx.
i=0 Y%
Ainsi, pour toute subdivision (x;) de 'intervalle [a, b] vérifiant :
Concepts
D |Xit1—xil =,
nous aurons : Exemples
b n-1 Exercices
f fx)dx— Z (xiv1—x1) f@7)| = (b—a)e Documents
a i=0
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ce qui démontre bien le résultat annoncé.
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Document C.1.5 Intégrabilité des fonctions monotones
Théoréme C.1.2. Toute fonction monotone est intégrable.

Démonstration 11 suffit de montrer ce résultat pour une fonction monotone croissante. Soit donc
f une fonction définie sur I'intervalle [a, b] et vérifiant :

Vxela,b],Vyela,bl, (x=y) = (f(x)=f().
Subdivisons I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [x;, x;+1] al’aide des points
a=Xxg<Xx1<:--<Xp_1<XxXp=h.

Nous avons alors :
Vxe[x,xiv1l, [f)=<fx)=f(xia)

Soit maintenant une subdivision (x;), vérifiant pour un certain réeln >0 :

max |x; —Xj+1| =7.
0<i<n-1

Il vient, pour cette subdivision :

n-1 n-1 Concepts
Yo 1f i) = F@l (X1 — %) <1 Y (f(xiv1) = f(x)) =0(f (b) - f(@)
i=0 i=0
. . : P AF g Exemples
Soit alors € > 0. Nous voyons que nous avons construit deux fonctions étagées s et S définies par : Exercices
Documents

Vi=0,...,n-1,Vxe[x;xi1], sx)=f(x;) et Sx)=f(xit1),
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encadrant f et telles que, pour toute subdivision adaptée de [a, b] vérifiant

max |x;—Xj+1|<N<

&
0<i=n—1 fb) - f(a)’
I'on ait :

b n-1
f (S(x) = s(x)dx= () (S(x) - s(x) <e.

i=0

Retour au cours
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Document C.1.6 Fonction réciproque de la fonction tangente hyperbolique

Fonction réciproque de tanh x.
La fonction f(x) = tanhx est strictement monotone sur R et est bijective a valeurs dans ] —
1,+1[. Nous pouvons ainsi introduire la définition suivante :

Définition C.1.2. On appelle Argtanh x la fonction définie sur]—1,+1[ a valeurs dans R définie
par:
y=Argtanhx, (-1<x<1) < x=tanhy, yeR

On a également la représentation suivante (exercice) pour x €] —1,+1[ :

1+x
Argtanhx = —ln—
1-x

Dérivée de Argtanh x.
Il suffit de reprendre le raisonnement habituel, et on vérifie (exercice) que pour x €] —1,+1[:

1
I _
(Argtanhx)’ = 2
Concepts
Retour au cours Exemples
Exercices
Documents

186



< précédent section A

Document C.1.7 Le concept de stabilité

Une question importante dans 1'étude des équations différentielles concerne le comporte-
ment de leurs solutions. En particulier, celui-ci :

Définition C.1.3. On dit que les solutions d'une équation différentielle sont stables si, quelle
que soit la donnée initiale, le probléme de Cauchy associé admet une solution définie sur [xy, oo,
tendant vers 0 quand x tend vers +oo.

Pour I'équation linéaire y’'(x) = a(x) y(x), on a donc stabilité des solutions si et seulement si, quel

que soit xp,
X

lim a(t)dt = —o0
X—+00 Xo

C’est par exemple le cas si a est une constante strictement négative. Pour les équations non li-
néaires, cette question de stabilité n’est pas si aisément résoluble.

Retour au cours
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Solution de I'exercice A.1.1

Si f est une fonction constante sur [a, b], alors il existe bien une subdivision de [a, b], a savoir la subdivision a = xy <
X1 = b, telle que f soit constante sur chacun des sous-intervalles ] x;_1, x;[ de la subdivision.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

La subdivision 0 = xp < x; = 1 < xp = 2 convient. En effet, f est constante, égale a 3 sur ]0, 1[ et constante, égale a 2 sur
11, 2[.

Toute subdivision plus fine convient aussi. C’est le cas par exemple de la subdivision 0 = xg < 0.5 =x; <1 =x <
4/3 = x3 <2 = x4.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

La fonction constante et égale a m sur tout son intervalle de définition est une fonction étagée. Nous 'avons vu plus
haut. Une subdivision adaptée est la subdivision a = xy < x; = b. Il en résulte que :

b
[ 09dx=mxi - 20 = mto-
a

Nous avons aussi vu a I'exercice précédent que la fonction f est étagée : nous avons méme exhibé deux subdivisions
adaptées. Il en résulte que :

2 1 1 4 4
f fxX)dx=3(1-0)+22-1)=3(=-0)+3(1-=)+2(=—-1)+2(2- =) =5.
0 2 2 3 3

Notons que les valeurs de f aux points de subdivisions ne joue aucun réle dans le calcul de la valeur de I'intégrale.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

Prenons comme subdivision associée a f, outre les points a et b les points, en nombre fini, ou f est non nulle. Alors, sur
chaque sous-intervalle ] x;_1, x — i[ de cette subdivision, f est nulle, de sorte que son intégrale

b n
f fdx=) 0(x;—xi—1) =0,
a

i=1

est nulle.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

Si f est constante (égale a m;) sur un sous-intervalle ]x;_1, x;[, Af 'est aussi (elle est égale a Am;). Toute subdivision
adaptée a f l'estdoncaussia Af etl’'ona:

b n n b
f AN dx=)Y (Am)(x;—xi-1) =2 (Z mi(x; — xi—l)) = Af fodx.
a i=1 i=1 z

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.6

Les fonctions f et g ne différant qu'en un nombre fini de points, leur différence f — g est nulle, sauf en un nombre fini
de points. Nous avons vu plus haut, que cela entrai ne que son intégrale est nulle, soit :

b b b
f (f—8)x)dx=0, Cest-a-dire f fx)dx = / gx)dx.
a a a

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.7

Une fonction étagée sur [a, b] ne prenant qu'un nombre fini de valeurs est bornée. Or une fonction f intégrable sur [a, b]
est encadrée, par définition, par deux fonctions étagées, donc encadrée par deux fonctions bornées sur [a, b]. Elle est
donc bornée sur [a, b].

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.8

La fonction f étant intégrable, son intégrale existe et est définie par :
b b b
f fx)dx= inf f U(x)dx = sup u(x)dx,
a U:f<UJa uusfJa

de sorte que 'on a bien

b b b
fu(x)dxsf f(x)dxsf U(x)dx.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.9

Soit ¢ €] a, b. Soit u une fonction étagée sur [a, b]. Alors les fonctions u; et uy définies par :

0, pouras<x=<c,
u(x), pourc<x<abh,

u(x), poura<x=c,
0, pour c< x<b,

up(x) = { Uz (x) = {

sont clairement étagées. Soient fj et f, définies a partir de f de la méme maniére. Donnons nous un € > 0 quelconque.
Alors, f étant intégrable, il existe deux fonctions étagées s et S telles que

b
ssf<S et f (S—-9)(x)dx<e.
a
Alors, nous voyons que

815f1581 et f:(Sl—sl)(x)dxse,
$H<fr<S; et f:(SZ—Sg)(x)deE,

ce qui montre que fj et f, sont intégrables. Le résultat s’en déduit aussitot, puisque f = fi + fo.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.10
On a les inégalités

X
— < f<2x,
5 f

Nous avons montré dans le paragraphe (Fonction intégrable - définition) que

1 1
fxdx:—,
0 2
1x 1 1
f—dxz—,fodle
0 2 4" Jo

1 e 1 1
—:f —dxsf f(x)dxsf 2xdx=1.
4 Jo 2 0 0

donc

nous déduisons que :

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

Sur [0, 1[ x/2 est intégrable, d’intégrale 1/4. Sur ]1, 2], 1a fonction 2 est intégrable, d’'intgrale 3. La relation de Chasle nous
permet alors d’affirmer que la fonction f est intégrable sur [0, 2], d’'intégrale 9/4.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

Cette aire est calculée par I'intégrale

3
f sinxdx = [-cosx]j = 2.
0

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.13

. Non, cette fonction n’est pas nulle sur I'intervalle [0, 2], puisqu’elle est égale a 1 au point x = 1.

. Son intégrale se calcule par
2 1 2
/f(x)dx=f f(x)dx+f fx)dx=0+0=0
0 0 1

. Non, il n'y a pas de contradiction avec le théoreme cité, car la fonction f de I'exercice n'est pas continue. Si nous
reprenons la démonstration du théoréme, nous voyons que le point clé est que f(1) # 0 et pourtant, il n’existe pas
de sous-intervalle [1 —n,1+ 7] ou f soit non nulle en tout point.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

Pour h négatif, nous pouvons écrire
1 rat+h 1 a
—f f(x)dx:—f f(x)dx.
h a _}Z a+h

Posons alors § = —h. Alors 6 est positif et nous devons calculer la limite, lorsque 6 > 0 tend vers 0 de

a

1
5 s fx)dx.

La démonstration se poursuit ensuite comme celle de la proposition 7.1.6, avec cette fois-ci les quantités

m(0)= min f(x)etM(0)= max f(x).
a-6<x<a a—o6

—0sXx=a

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

Le théoréme fondamental de I'analyse nous permet d’exprimer ces intégrales a I'aide d’une primitive de #2. Il vient ainsi
X 3 % X3
f tdt= [—] =_.
0 3 0 3

X l-3 x 3 1
f tzdtz[—] SR
1 3 1 3 3

De méme

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

T
f sinxdx = msin(@x), avec 6 €]0, 11.
0

2. Comme la fonction sinus garde un signe constant sur I'intervalle [0, 7], nous pouvons utiliser le deuxieme théo-
reme de la moyenne, ce qui donne

T /A
fo f(x)sinxdx=f(6fn)[0 sinxdx, avech €]0,1[.

Enfin, nous avons déja calculé cette derniere intégrale (exercice A.1.12), ce qui donne

f fx)sinxdx=2f(0fn).
0

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.17

Linégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit dans ce cas

b z b b
f agx)dx| = (f a? dx) (f g% (x) dx)
a a a
d’ou
b z b
a? f gx)dx| =(b-a) a? (f gz(x) dx)
a a
soit, aprés simplification par a?
b 2 b
f gx)dx| =(b-a) (f gz(x) dx)
a a

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

Donnons nous une subdivision de I'intervalle [a, b], en n sous-intervalles, al’aide de points x; = a+i(b—a)/n,i =0, ...

Nous construisons deux familles de fonctions étagées s, et S, par

{ Vxe [xi, xXinl, sn(x) = f(x), { Vxe€lx, Xiz1l, Sn(x) = f(xis1),
sn(b) = f(b), Sn(a) = f(a),

ouivariede0an—1.
Les fonctions étagées s, et S, encadrent alors f et]’on a

_an

b h—a=l b b
fsn(x)dxz aZf(xi), [Sn(x)dxz

n -

I'intégrale de f est encadrée par celles de s, et Sj,.

b b b
fsn(x)dxsf f(x)dxsf Sn(x)dx

b b
[ (Sn s dx = 2 (f(b) - f(a),

On obtient une majoration de l'erreur par

b b b b
f(f—sn(x))def (Sn—sn)(x)dx,f(Sn(x)—f(x))def (Sp—sn)(x)dx
a a a a

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

3 T 1 n ll’l+1 0n+1 1
smxdxz(—cos—)—(—cosO):1, x"dx= - = ,
0 0 n+l n+l1 n+l
5/2 2 el
f\/_xdx :—, f—dlene—lnlzlnezl.
5/2 5 1 X

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.20

1. Posons u' =1, v=1Inx, dou u = x, v’ = 1/x. Il vient alors
b by
f Inxdx = [xlnx]Z—f ;dxzblnb—alna—(b—a).
a a

2. On fait deux intégrations par parties successives, ce qui donne

b b
fxzexdx = [xzex]z—f 2xe*dx (C.1.7)
a a
b
= [xzex]Z—[erx]Z+f 2edx (C.1.8)
a
= [x%e"—2xe* +2e%0 (C.1.9)
= e’(b*-2b+2)-e%(a®-2a+2). (C.1.10)

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.21

. La premiere intégrale se calcule par changement de variable. Posons
t=g(x) = x°,
dt=2xdx,

pourx=0,onat=0pourx=1,onarz=1.

L x 1Y der 1 1
f—dx:—f —— =—[In]1+¢]]j = =In2
o 1+x2 2Jo 1+t 2 2

. La deuxiéme intégrale s’'obtient en intégrant par parties. Posons ©' = 1 et v = Arctanx. Il vient u = x et v/ =
1/(1+x),d’ou

In2

ax 1
dx=———
4 2

1 1
f Arctan x dx = [xArctan x]é —f =
0 o 1+ x2

. La troisieme intégrale s’obtient par changement de variable. Posons
t = @(x) = Arctan (x),

_dx
T 1+x2
— — — It
pourx=0,onat=0pourx=1,o0nat=7.

1 Arctan x i ?
f —dx=f4 tdt=—.
o 1l+x2 0 32

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.22

1. Lorsque x est positif, In|x| = In x. Sa dérivée est donc 1/x.

2. Lorsque x est négatif, In|x| = In(—x). Sa dérivée est donc (-1)/(—x) = 1/x.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.23

. (i) On écrit que
b x g = a, de sorte que lnb+ln% =lna.

. (ii) Par récurrence .

1 1
In(J]ai) =Ina; =) _Ina;.
i=1 i=1
Supposons la proposition vraie pour g = 1, alors

q+1 q q q+1
ln(l_[ a;) = ln((H ai)ag+1) = Z Ina; +Inag., = Z Ina;.
i=1 i=1 i=1 izl

3. (iii) On utilise ce qui précede avec a; = a,i =1, ..., p.

1

4. (iv) Si p est négatif, p=—q, a” = -7, donc

Ina” =-Ina%=-glna=plna

1\q

. (v) Il suffit de poser a = (cﬁ) donc
Ina= qln(a%).
. Vi) SixeQ,x=2 alors a* = ag = (aé)p, donc

q

nop
Ina*=pln|a7|==Ina=xlna
(a7)=4

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.24

{4} = e =) ==

d’ou1 'on déduit par passage a la fonction réciproque
1\p 1
( xa ) =(xP)a,
ce qui permet de donner un sens a I'expression x”/4.

lnexp(B) = P = P lne:lneg
q q 4

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.25

1. On développe le second membre en remplacant les cosinus et sinus hyperboliques par leurs expressions en fonc-

tion de e?, e %, e*ete .

2. Il suffit de dériver par rapport a x la relation précécente.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.26

a*ty = e(x+y)lnu — exlna+ylna — exlnaeylna —ata’

xlna)

(ax)y — (exlnu)y — eyln(e — eyxlnu = a*V.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.27

Pour m entier positif ou nul, on pose x° = 1, puis x”**! = x™x.

Pour m entier négatif, on pose x" = 1/x~".

1/m

Pour m entier, on définit x*'"” comme fonction réciproque de x™.

Pour r = p/ g, rationnel, on définit x”, comme expliqué dans I'exercice A.1.24.

CHN-

Pour y réel, on définit x¥ par exny,

a chaque étape, on vérifie que

1. La nouvelle définition est une extension des précédentes, c’est-a-dire, par exemple, que pour a = r, la définition
de x%, pour a réel, redonne bien x" pour r rationnel.

2. Les regles de calcul sont bien conservées, c’est-a-dire que

x®P=x%xB xMP=xP, xO=_—.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.28

Les solutions s’écrivent respectivement
y(x) = Ced™ et y(x) = Ce W,

Or, puisque A et A sont deux primitives de a(x), on a
A(x) = A(x) + A

On obtient donc
y(x) = CetelA™,

On obtient donc les solutions en fonction de A mais avec une constante "différente", ce qui redonne évidemment les
mémes solutions puisque les constantes peuvent prendre n'importe quelle valeur réelle.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.29

La solution générale de y'(x) = a(x)y(x) s’écrit y(x) = C eA®) _Sj on utilise la condition ¥(xp) = Yo, on obtient

CeA(xo) =
ce qui donne
C=yo e—A(xo)'
que I'on remplace dans la solution
y(x) = yoe =AM,

Siune solution s’annule en un point, cela signifie qu'il existe xy tel que y(xp) = 0. On obtient donc pour solution y(x) = 0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.30

Le calcul des primitives se fait par intégration par parties :

S = e‘“(—cos%)— f (—2)e‘2x(—cozwx)dx,

1 _ 2 _,.sinwx 2 o SINWx
= ——e ¥ coswx——e 2"—+—f(—2)e X dx,
w w w

_ 2 _
= ——e zxcoswx——ze
) )

4
2XSinwx — —S(x).
)

On obtient donc

_ . w _
o 2XSinwx — e 2X coswx.
w-+4 w-+4

S(x) =-—

Dans 'exercice , vous avez montré que la solution de I'’équation homogene, associée a
¥ (x) =2y(x) +sinwx

est
Yr(x) = Ce?~.

Pour obtenir la solution générale, on va utiliser

S(x) :fe_zxsinwxdx.

La solution générale est
y(x) = (S0 + C)e*

soit

. w
SINwx —

x) = Ce* —
y w?+4 w?+4

COSwX.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.31

Puisque cos? x +sin® x = 1, on a donc la solution particuliere ¥p(x) =sin x. La solution générale est donc
y(x) =Ccosx+sinx,
puisque I'on a déja démontré (voir le paragraphe ) que

Yn(x) = Ccosx.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.32

La solution générale (voir le paragraphe ) de I’équation homogene est :
Yn(x) = Ccos x.

Posons
Vp (x) = ¢p(x)cosx

et reportons dans I'’équation avec second membre, on trouve :
¢'(x)cos’x=1

qui admet comme solution
¢(x) =tanx+C, CeR.

Une solution particuliere (C = 0) est donc
¥p(x) =tanxcosx = sin x.

Et la solution générale s'obtient comme la somme de yj et y), :
y(x) = Ccosx +sinx.
Sil'on considere directement toutes les primitives ¢, on obtient
y(x) = (tanx + C)cosx =sinx + Ccosx

ce qui redonne la solution générale.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.33

Puisque la solution de I’équation homogene est
yn(x) = Ce™,

on cherche une solution particuliére sous la forme
Yp(x) = p(x)e**

et on remplace dans I'équation
@' (x)€* + p(x)2e*" = 2¢(x)e** +sinwx

soit

d(x) :fe_zxsinwx.

Ce calcul, comme nous I’avons déja dit revient au calcul de I'exercice A.1.30.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.34

y =0 est solution évidente, cherchons les autres solutions. Puisque a = 2, le changement de fonction inconnue est

1
z=—
y
ce qui donne I'équation différentielle en z :

x%z —z-1=0

dont la solution générale est
z(x) = Ce V¥ -1,

En effet 'équation homogene a pour solution zj(x) = Ce™'* et zp(x) = —1 est une solution particuliere évidente. Les
solutions de I’équation de Bernoulli sont donc

1
yE = o o g7 SLYI=0.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.35
On pose u = y — w et on obtient’équation en u

qui est une équation de Bernoulli pour n = 2.
On pose alors z = % et on obtient I’équation

/ Z
—Z/-Z_1=0
X

qui est une équation différentielle du premier ordre linéaire avec second membre que 1'on résout. Tout calcul fait, on

trouve
1 2x

Y=y erc

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.1

La croissance de la fonction f implique
ux) < f(x) <U(x), Vx€]0,1]

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.1

1
f u(x)dx = h(l vel vy + e(N—l)h)
0

On reconnait la somme d’un série géométrique.

Retour a I'exercice a



Sionposer=e

h

Aide 2, Question 2, Exercice A.2.1

, on obtient

1
f u@dx=h(1+r+r*+.+rN ) =p =¥
0

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.1

Une relation simple lie

1
f u(x)dx
0

1
f Ux)dx.
0

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.1

Ecrire

1
f Ux)dx.
0

et constater
l-e
1—eh’

1 1
f Ux)dx = ehf u(x)dx = he'
0 0

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.1

1 1
Revenir aux sommes qui définissent f U(x)dx et f u(x)dx, faire la différence, tous les termes s’annulent sauf deux
0 0

d’entre eux, on obtient

1 1 1 _
f U(x)—u(x)dx=f U(x)dx—f u(x)dx=h(eNh—1)=h(e—1)=e—nl.
0 0 0

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.1

Soit € > 0, il suffit de choisir n tel que

On aura alors
ulx) < f(x) =Ux)

et .
f Ux)—ux)dx<e.
0

Ce qui montre par définition que f est intégrable sur [0, 1].

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.1

On peut utiliser le chapitre 5, 1a limite est égale a la dérivée de f en 0, c’est a dire 1.
On peut également utiliser le chapitre 6 et les développements limités pour lever cette indétermination.
On utilise cette limite pour obtenir
ll = lg =e—1.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.1

Revoir la définition de I'intégrale I comme borne supérieure d’'un ensemble A et comme borne inférieure d'un ensemble
B.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 6, Exercice A.2.1

Pour tout n, donc pour tout h,

fo 1 u(x)dx € A,
donc par définition de la borne supérieure
fo 1 u(x)dx<1
I lui ne dépend pas de h. En utilisant les résultats sur les limites, on peut en déduire que
h=sI

Raisonner sur /.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 6, Exercice A.2.1

Pour tout n, donc pour tout h,

1
f U(x)dxe€ B,
0

donc par définition de la borne inférieure

1
f Ux)dx=1
0
I lui ne dépend pas de h. En utilisant les résultats sur les limites, on peut en déduire que

=1

Retour a I'exercice A



On a montré

donc

Aide 4, Question 6, Exercice A.2.1

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.2

Une inégalité avec valeurs absolues a été démontrée dans un des théoremes du cours. Revoir ce théoreme, quelles étaient
les hypotheses?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.2

On a démontré un théoreme avec a < b, citer ce théoreme.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.2

Sia' <V, si f estintégrable sur [a/, b'] alors

% b
’f f(ndt sf, |f(0]dr.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Exercice A.2.2

Pour démontrer I'inégalité de I'exercice, étudier trois cas :
— a<b
— a=b
— a>b

Retour a I'exercice A



Aide 5, Exercice A.2.2

Si a = b que vaut par définition une intégrale de a a b?
Quelle relation lie I'intégrale de a a b a I'intégrale de b a a?
Quand a’ < b', quand une fonction est positive sur [@’, b'], quel est le signe de I'intégrale de a’ a b'?
Quelle est la définition de la valeur absolue ?
Utiliser toutes ces propriétés pour conclure.

Retour a I'exercice A



Aide 6, Exercice A.2.2

— Si a < b, utiliser le théoréme cité précédemmment.
b

Constater que f | f(®)ldt =0, donc égal a sa valeur absolue.
a
— a = b, 'inégalité devient 0 < 0.
— a> b, poser a' = b, b’ = a, utiliser le théoréme et continuer ....

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.3

Pensez a comparer x° et x sur les intervalles qui vous intéressent.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.3

Sur l'intervalle [0,1], on a x2 < x et donc e™* < e~ 1l suffit alors d’intégrer "'inégalité". Raisonnez de la méme maniere
sur 'intervalle [1, a].

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.4

Pensez a utiliser la primitive de la fonction F qui existe puisque la fonction f est continue.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.4

D’apres les résutats du paragraphe Intégrale et primitive, on a
v(x)
fdt=F(v(x) - F(u(x),
u(x)
d’ou

g (x) = fw)v'(x) - fux)u'(x).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.4

Pensez a dériver.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.4

En dérivant on obtient

fx+a)=f(x—a).

Est-ce bien la définition d'une fonction périodique de période 2a?

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3a, Exercice A.2.4

Lintervalle d’étude de g(x) est en réalité celui de sin x. Quel est-il?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3a, Exercice A.2.4

Il est clair que sin® x est périodique de période 7. Penser alors a sin(r — x).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3b, Exercice A.2.4

Utiliser le résultat général de la premiere question.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3b, Exercice A.2.4

Attention la dérivée fait intervenir la quantité
arcsin V sin® x = arcsin|sinx|.

Souvenez-vous du domaine d’arrivée de arcsin!

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 3b, Exercice A.2.4

Puisque x € [0, Z], alors vous pouvez démontrer facilement que

arcsin|sinx| = x.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3c, Exercice A.2.4

Pensez a utiliser sin2x et a faire une intégration par partie.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3c, Exercice A.2.4

On trouve que les primitives sont

1 1
F(x)= —Excos2x+ Zsin2x+ C.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3d, Exercice A.2.4

Pensez a rapprocher les résultats des deux questions précédentes...

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3d, Exercice A.2.4

On a
g(x) = F(x)

et la constante est déterminée par g(0).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3e, Exercice A.2.4

Déterminer I'angle y € [0, %] tel que g(y) = g(x).

Retour a I'exercice a



On trouve y = % et donc

Aide 2, Question 3e, Exercice A.2.4

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4a, Exercice A.2.4

Utiliser le résultat de la question 1. Le calcul ne présente pas de difficulté particuliere.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4(b)i, Exercice A.2.4

Que vaut sin(a + b) ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4(b)i, Exercice A.2.4

N’oubliez pas que, puisque sin x ne dépend pas de la variable d’intégration ¢, vous pouvez le sortir de I'intégrale. Utilisez
alors les résultats de (a).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4(b)ii, Exercice A.2.4

Dans le changement de variable u = x — ¢, la variable x est constante et donc on remplace d ¢ par??? N'oubliez pas de
changer les bornes d’intégration.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4(b)ii, Exercice A.2.4

On obtient

3

h(x):f ) sin(u)(-1)du.

Utilisez alors les résultats de (a).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.5

Voir le paragraphe Moyenne-théoremes.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.5

Ne confondez pas une fonction non continue et une fonction non définie. Il suffit de construire une fonction avec un
saut en 0 et telle que les aires se "compensent".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.5

Prenez par exemple f(x) =1 pour x =0, f(x) = —1 pour x < 0 et intégrez sur un intervalle symétrique par rapport a 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.5

On rappelle que la valeur moyenne d’'une fonction sur un intervalle [a, b] est définie par

1 b
m[a f(x)dx

Un point fixe pour une fonction f annule quelle fonction?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.5

Soit la fonction g(x) = f(x) — x, alors un point fixe de f annule la fonction g. Calculer alors I'intégrale de g sur [0,1] et
appliquer la premiere question.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.6

Uiliser la relation de Chasles pour découper sur deux intervalles o1 la fonction a intégrer a un signe constant.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.6

37T oj 27 &3 37 o
SIn x Sin x Sin x
f —dx:f dx+f > —dx,
7 X 7 X 27 X

et faire un changement de variable sur la deuxieme intégrale pour vous ramener a l'intervalle [, 277].

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.6

On pose ¢ = x — 7 et on obtient

3T o 21 g
sin x sin(?)
f —dx:f — dt
21 X T t+m

et on regroupe avec la premiere intégrale.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe Cauchy-Schwarz-inégalité.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.7

Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz a la fonction f (puis f’) et a la fonction constante 1.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.8

Voir le paragraphe Moyenne-théoremes.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.8

Pensez a utiliser le second théoreme de la moyenne. Dans quel intervalle se trouve c?

Retour a I'exercice a



On trouve

car ¢ tend vers 0 et f est continue.

Aide 3, Exercice A.2.8

2x f(t 1
timeo [ L2at=2fo),

X

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

Il y a plusieurs démonstrations possibles. Lune d’entre elles utilise le premier théoreme de la moyenne en considérant
arctan x ou e® — 1 comme une intégrale définie.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.9

R | 1
arctanx = ——dt=x
o 1+12 1+c2

ou c €]0, x[. Il ne vous reste plus qua majorer avec I’hypothése x = 0. Faites de méme pour la deuxieme inégalité.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

La premiere ingalité se démontre en utilisant le premier théoreme de la moyenne et en prenant la valeur absolue pour
majorer le sinus par 1. La deuxiéme utilise le deuxiéme théoreme de la moyenne

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.9

a4 ginx . a 1 .
2dx =sinc 2 dx = sin carctana,
0o 1+x 0o 1+x

avec c €]0, al. 11 suffit alors de prendre la valeur absolue.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.10

sint
Si 0 n’appartient pas a l'intervalle [a, b], 1a fonction — est continue sur [a, b], donc intégrable sur [a, b].

sint
Si 0 appartient a I'intervalle [a, b], la fonction —— est continue sur [a, b], sauf en 0 ol elle admet une limite a gauche

et une limite a droite, la fonction est donc intégrable sur [a, b].
Les limites a gauche et a droite de 0 sont égales donc non seulement la fonction est intégrable, mais elle est prolon-
geable par continuité et on peut lui appliquer les théoréemes réservés aux fonctions continues.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.10

On peut par exemple utiliser le 1er théoreme de la moyenne. Le citer.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.10

. . Xsint sin ¢y
dc, strictement compris entre 0 et x tel que Td t=x
0 Cx
D’ou .
sin ¢y
F(x) = .
Cx

Attention, comme la notation I'indique c, dépend de x.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.10

NCy
tend vers 1.

. . si
cx est strictement compris entre 0 et x, donc quand x tend vers 0, ¢, tend vers 0, donc
Cx

lim F(x) = 1.
x—0

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.11

Montrer que la fonction est continue sur 'intervalle d’'intégration.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.11

. cost . e e
La fonction - est continue en tout ¢ pour lequel In ¢ est défini et non nul (pour pouvoir diviser).
n

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.11

. cost
La fonction

est continue en tout ¢ strictement positif et différent de 1. Vérifier que si ¢ appartient a 'intervalle

n
d’intégration, alors ¢ # 1 et £ > 0.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.11

Si x €]0, 1], alors x2 < x et de plus x% €10, 1[, 'intervalle d’intégration est alors tout entier inclus dans ]0, 1[.
Que se passe-t-il si x €]1, +oo[?

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.11

Si x €]1, +oo], alors x < x% et de plus x?% €]1, +o0[, I'intervalle d’intégration est alors tout entier inclus dans ]1, +oo|.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.11

Utiliser le 2éme théoreme de la moyenne. Vérifier que les hypotheses sont satisfaites.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.11

tcost est une fonction continue sur R.

ot est continue sur l'intervalle d’intégration car ¢ > 0 et ¢ # 1, donc le dénominteur ne s’annule pas.
n

De plus —— garde un signe constant sur I'intervalle d’'intégration ( positif si x €]1, +oo[, négatif si x €]0, 1 ).

tint
On peut donc utiliser le 2éme théoréme de la moyenne.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.11

X2

1
Jc compris entre x et x? tel que F(x) = ccosc f —dt.
x tint

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.11

On peut reconnaitre, dans la fonction a intégrer, la dérivée d'une fonction composée. On obtient alors directement I'in-
tégrale.
On peut faire également un changement de variable.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.11

Poser u=1Int.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.11

dt
du=—
t

t=x=>u=Inx, t=x*=>u=In(x* =2Inx.

Ecrire la nouvelle intégrale.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.11
X2 1 In(x?)
f _d[:f ﬂ
X tlnt Inx u

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 3, Exercice A.2.11

572 1 In(x?) d In x?
f —dt = f au = ln(lln(xz)l) —In(|Inx|) = ln( ax
x tlnt Inx u Inx

)=1n2

Attention aux valeurs absolues, x étant postif on peut écrire In x, par contre, on n'a pas forcément In x > 0, donc on a
In(|In x|).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.11

On a donc démontré qu’il existe ¢ compris entre x et x? tels que
F(x) =ccoscln?2.

Attention ¢ dépend de x.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.11

Quand x tend vers 1, ¢ tend donc vers 1, donc ccos ¢ tend vers cos 1 et donc

lim F(x) = cos1In2.
x—1

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.13

1
h=—.

n
x;i=1ih.

n-l 1 1 1
In=) fx)=h|l+—+ +..
i=0

1+h 1+2h '+1+(n—1)h'

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.13

Revoir, dans le cours, I'expression de I'erreur.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.13

Si on note e l’erreur commise, on a

h /
<
1< 5 g 1 o

Retour a I'exercice a



Donc

Aide 4, Question 1, Exercice A.2.13

1
flx) = T flo)=-

+x (1+x)2

/
=1.
225 1 )

le] = —.

2

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.13

On doit donc avoir

<102 - =h=<2x10"2 o n=50.

N
S|~

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.13

1+ 1 L 1 . 1
2 1+h 7 1+4m-1Dh 20+nh))

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.13

11 _ 2 " —
fre= (1+x)3’ ey e =e:

En déduire un majorant de I'erreur.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.13

2 2
le| < —h? = )
12 12n?

A quelle condition sur 7, |e| est-elle inférieure 2 10722

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.13

Lentier n doit donc vérifier

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.13

Pour obtenir la méme précision, la méthode des trapézes demande une discrétisation moins fine, elle est plus efficace.
Ces méthodes de calcul numérique approché sont développées dans 'UV d’analyse numérique.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.14

Un calcul évident donne
I=[In(1+x)] =In2.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2a, Exercice A.2.14

Voir le paragraphe Calcul numérique sur la méthode des rectangles.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2a, Exercice A.2.14

Les points x; de la méthode des rectangles ont pour valeur xj = %, k=0,...,n—1. En ces points on a

1 n
l+xx n+k

flx) =

Deplusona h = %, d’ ol

1
In= R0+ FO) ot flna) = — (14—t —— ot o),

soit

L,=|—+ .
n n+l n+2 2n—-1

1 1 1 1 )

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.14

Le calcul d’erreur de la méthode des rectqngles est fait dans le paragraphe Calcul numérique.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2b, Exercice A.2.14

On applique le résultat sur le calcul d’erreur et il reste a calculer
M = max | f'(x)|.
0=x=<1

Montrer que I'on trouve M = 1. Il en résulte que

1
I, — Il <= —.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.2.14

Il suffit de passer a la limite quand » tend vers 'infini dans le résultat précédent. Pourquoi?

Retour a I'exercice a



La suite % +

d’ou

et donc

n+l1

Aide 2, Question 2c, Exercice A.2.14

L4 ..+ nestautre que I,. Or

2n-1

1
lim |I,—I| < lim —(=0),
n—oo n—oo2n

lim I, =1,

n—00
. 1
lim |— + ...+t——|=1In2.
n—oo\n n+1 2n—1

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3a, Exercice A.2.14

Un calcul simple d’intégration donne
Jne1 =In(n+1).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3b, Exercice A.2.14

Voir le paragraphe Calcul numérique sur la méthode des rectangles. Prendre 7 intervalles de longueur ﬁ car

1 1
+ 1 * =1.
n+l n+1

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 3b, Exercice A.2.14

Les points x; de la méthode des rectangles ont pour valeur xj = ﬁ + % = %, k=0,...,n—1. En ces points on a
1 n+l
(xx)=—= :
f k X k+1
Deplusona h = ﬁ, d’ot1 un calcul approché de J,+; par la méthode des rectangles donne

1 n+1 n+1
Kpy1=——|(n+1)+ A oo AF .
n+1 2

n

Comparer alors sur un graphe J;+; et Kj41.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 3b, Exercice A.2.14

Puisque la fonction est décroissante la somme des aires des rectangles qui correspond a Kj;; est supérieure a I'aire
située sous la courbe et correspondant a /1. D’ol le résultat demandé.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3c, Exercice A.2.14

Pensea a remplacer /) par sa valeur dans I'inégalité de la question précédente.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3c, Exercice A.2.14

Il suffit de passer a la limite quand » tend vers I'infini dans I'inégalité de la question précédente pour obtenir le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.2.15

en+1 en+1 -1

1. Sin=-1L=13 sinonj=— - ——, Z 2
172 031 m+n2 212
5 1 eZ—II e +1
3= 2 y 44 — 2

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.16

Faire des intégrations par parties.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.17

La fonction que I'on intégre est positive.
0<1.
Donc 0 < I,,.
Essayer, maintenant, de majorer I, par une suite qui tend vers 0.
Revoir les régles sur les inégalités.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.17

Vxel[0,1], 1<1+x".

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.17

Donc

1
Vxe[0,1], —— <1.
1+ x"

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.17

Donc en multipliant par le terme positif x”, on obtient :
n

X n
Vxe[0,1], —— <x".
1+ x"

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.17

On a0 < 1, en utilisant, de plus, 'inégalité précédente, on obtient :

1 n 1
f i dxsf x"dx = 1 .
o 1+x" 0 n+1

Retour a I'exercice A



Aide 6, Question 1, Exercice A.2.17

1
0<I,=
n+1
En utilisant les résultats du chapitre sur les suites, on a donc
lim I,, =0.

n—oo

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.17

On peut écrire x"* = xx" 1,

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.17

n-1

On calcule une primitive F de f(x) =
Que vaut F?

1+x*°

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.17

F(x) = lln(l +x™).
n

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.17

On utilise une intégration par parties pour calculer

1
f xf(x)dx.
0

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 2, Exercice A.2.17

On obtient :

1 L e
I,=|—xIn(1+x™ ——f In(1+ x")dx.
n 0 nJo

D’otl1 le résultat demandé.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.17

On applique la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, a la fonction g(x) =Inx au point a = 1.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.17

Pour tout ¢ tel que 1+ ¢ > 0, c’est a dire pour tout ¢ tel que > —1, on a

2
30 €10,1[, g1+ 1) =g(1)+tg' (1) + %g"(l +01).

Calculer les dérivées de g.

Retour a I'exercice A



On a donc

En remplacant :

Aide 3, Question 3, Exercice A.2.17

g)=0,gM=1,¢g"x) = =

g'a+60n<o.

InQ+1t)-t=<0.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.17

1
On va montrer, en I’'encadrant, que u; = f In(1 + x")d x est une suite qui tend vers 0.
0

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.17

On utilise la majoration précédente, on obtient :

Vxe[0,1] 0<In(1+x™) <x".

1 1 1
Osf ln((1+x")dxsf x"dx = .
0 0 n+1

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.17

Par encadrement, on a donc

1
lim / In((1+x™dx=0.
0

n—oo

D’ot1 le résultat sur la suite n1,,.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.20

x+T 0 T x+T
F(x)zf f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt+f fWdt=6L+1D+Is.
X X 0 T

Montrer que I; = —I3.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.20

Faire un changement de variable afin de ramener les bornes de I3 entre 0 et x.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.20

Pour ramener I3 a une intégrale entre 0 et x, il faut poser y =t —T.
Que devient I3 en utilisant ce changement de variable ?

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.20
t=Toy=0,t=x+Toy=x.

dt=dy.
f=fy+1

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.20

x+T X
IngT f(t)dt:fo fy+T)dy.

Utiliser la périodicité de f.

Retour a I'exercice a



Aide 6, Question 1, Exercice A.2.20

x+T X X
Is=fT f(t)dtzfo f(y+T)dy=f0 fydy=-1h.

Ce qui termine la démonstration.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.20

Utiliser I'exercice pour calculer F’(x).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.20

F(x)=fx+T)- f(x)=0.

Donc F est constante, donc F(x) = F(0).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.2.21

(rep: %ln(1+ 2)+C, -V1-12+C, %(1+ %+C, %ln2|t|+C, %arctan 2 +C, 2(sin t)% +C, %(arctan H2+C, el (t-1)2%+C,

t(In|t|-1) + C, rarccost — V1— 12+ C, cos® x — 3 cos® x + C, gsin*x — ¢ sinbx + C, § + 2% 4 C, %+SH}%+%+C,
sinx — %sin3x+%sin5x+ C, _\/Li arctan(\/icosx) +C.)

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.22

Sion pose
X1=X, X2=a+b—x,
X1+ X2

montrer que pour tout X, est constante.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.22

X1+X2 a+b
2 2
En déduire un axe de symétrie pour la courbe représentative de f.

, fx) = fx).

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.22

a+b
La courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation x = —

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.22

X=ast=b x=bot=a.
dx=-dt.
xf(x)=(a+b—1)f(1).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.22

b a b b
f xf(x)dxz—[ (a+b—t)f(t)dt=—[ tf(t)dt+(a+b)f fdt.
a b a a

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.22

b

b b b b
f xf(x)dx:—f tf(t)dt+(a+b)f f(t)dt(:»Zf xf(x)dxz(a-kb)f fdze.
a a a a a

Ce qui permet d’obtenir le résultat.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.22

Vérifier que les hypotheses des questions précédentes sont satisfaites.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.22

La fonction f est continue sur [0, 7] et on a bien
flr—x) = f(x).

On peut donc utiliser le résultat démontré précédemment.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.22
f” xsinx dx— z[” sin x .
o 1+cos?x 2Jo 1+cos?x

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 4, Exercice A.2.22

Pour calculer

faire un changement de variable judicieux.

T [T sinx
_f —2dx,
2Jo 1+cos~x

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 4, Exercice A.2.22

On pose u = cos x.

Retour a I'exercice a



Aide 6, Question 4, Exercice A.2.22

x=0>u=1, x=n>u=-1.

du=-sinxdx.
11
l1+cos2x 1+u?

Retour a I'exercice A



T

2

[

sinx

—— dx
1+cos?x

Aide 7, Question 4, Exercice A.2.22

71 1 7
=—— du=— (Arctan 1 — Arctan (1)) =
1 1+u? 2

2

Retour a I'exercice A

NS

X

SR

| =



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.23

Pour que la fonction, dont on cherche une primitive, soit définie ( et continue) il faut que

=1

1 1
2t+1>0<:>t>—§<:>t€ —E,+oo

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.23

x=V2i+1= 0.
dx = 1 dt.
v2t+1
¢ réalise une bijection de I = ]—%,+oo[ dans J =]0, +ool.
On a
r= () = =1l
2

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.23

3 20+ DV2t+1 20-2)V2t+1
F(t):f 2t dt:f(xz—l)dx:x——x+C:u—\/2t+l+C:#+C
V2i+1 3 3 3

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.23

Pour que la fonction, dont on cherche une primitive, soit définie ( et continue) il faut que

el-1>0e=t>0<1€]0,+00[=1.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.23

x=vel—1=¢(t).
et
dx = dt
2vel -1
¢ réalise une bijection de I =0, +oo[ dans J =]0, +oo|.
Ona
el =x*+1.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.23

el =x*+1.

el 2 1
Fo= [ —& = [ 2 e [—
(1+eH)vVel—1 212" x)2 *

1+(

S

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.23

Effectuer un nouveau changement de variable pour calculer

1
[ ——ax

1+ (%)

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 2, Exercice A.2.23

On pose
X
V2
dx=vV2du
1 1 X
f—dx=\/§f—du:\/§Arctan (—)+C
1+(i)2 1+u? V2
V2

Retour a I'exercice A



Aide 6, Question 2, Exercice A.2.23

On a finalement :
x=Vel-1

t t

vel -1

+C
V2

e 1 X
F(t):f—dt:f—dxzx/iArctan (—)+C:\/§A t
(1+evel—1 1+(%)2 V2 e
2

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.25

Faire un changement de variable en posant
X =sint.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.25

T b/
l’:——<—>x:—1,[:—<—>x:—
2 6 2

dx=costdt.

V1-x2=|cost|.

) T
Puisque I'on choisit £ € [_E’ E]’ ona|cost|=cost

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1a, Exercice A.2.25

On linéarise pour obtenir le résultat final.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.25

12=|a|ff0a\/1—(§)2dx

Faire un premier changement de variable ¢ = %, puis un 2éme ¢ = sin u.
Ou poser directement x = asin u.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.25

dx=acosudu.

/4
u=0<x=0, u:§<—>x:a.

xX\2
1—(—) =|cosul.
a

T
Puisque I'on choisit u € [O, E] , |cosu| = cosu.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.25

/4

2
L= Iala/ cos® udu.
0

On linéairise pour terminer le calcul.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1c, Exercice A.2.25

2

Ecrire le trindme sous la forme a? — x? afin de se ramener a quelle chose de similaire a I,.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1c, Exercice A.2.25

(1-(@x-3)).

NI
]

3\2
2 _
—X +3x—2——(x—§) +

1
V-x2+3x-2= 5\/1—(2x—3)2.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1c, Exercice A.2.25

Faire un premier changement de variable en posant 2x — 3 = ¢, puis un 2eme en posant ¢ = sin u.

Ou poser directement

. 3+sinu
2x—3=sinueox=——

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1c, Exercice A.2.25

1
dx= > cosudu.

T T
x:1©2x—3:—1<—>u=—§, x=2©2x—3:1<—>u:5.

On continue comme pour I et I»

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1d, Exercice A.2.25

I, estla plus simple des intégrales jusque la calculées dans cet exercice.
Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1d, Exercice A.2.25

La fonction a intégrer peut s’écrire
@' (x)V/Pp(x).

On en connait donc facilement une primitive.
Autre méthode possible, faire un changement de variable simple.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1d, Exercice A.2.25

Poser
r=-x>+3x— 2,

on a alors
dt=(-2x+3)dx

Déterminer les bornes en ¢.
Puis calculer la nouvelle intégrale en ¢ dont la fonction (trés simple) a intégrer est v/.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1e, Exercice A.2.25

Puique I'on a su calculer I3 et I, alors on sait calculer I5.
Il suffit d’écrire Is comme une combinaison linéaire d’intégrale du type I5 et 1.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1e, Exercice A.2.25

C’est toujours possible d’écrire
x=a(-2x+3)+p.

Déterminer «a et f.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1e, Exercice A.2.25

On obtient

3 3
I5:afz(—Zx+3)\/—xz+3x—2dx+,6[2 vV —x2+3x—2dx.
1 1

La premiere intégrale est Iy, la deuxieme se calcule comme I3.
Terminer les calculs.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour chacune des fonctions il faut que I'expression sous la racine carrée soit positive.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2a, Exercice A.2.25

Dl = RVDZ = [_1)1];D3 =] _OO,_I]U]1,+OO[.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour chacune des fonctions faire un changement de variable de telle sorte que I'expression sous la racine carrée s’écrire
comme un carré.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour f, un changement classique est
x =sint, ou plus précisément ¢ = Arcsin x
eDp=[-11], te[-2, 2]
X =1=51] PN
2 2’2

Quel changement de variable peut-on faire pour fj et f3?

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour fi on peut poser
x = sh t < t = Argsh x.

Pour f3, attention, D3 est 'union de deux intervalles, on ne peut pas faire le méme changement de variable sur chacun
d’eux.

Retour a I'exercice a



Aide 6, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour f3

1. Quand x € [1, +oo[, on peut poser
x = ch t ou plus précisément ¢ = Argch x.
2. Quand x €] — oo, —1], on peut poser

x = — ch ¢t ou plus précisément ¢ = Argch (—x).

Retour a I'exercice A



Aide 7, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour f,, on se rameéne au calcul d'une primitive de g»(t) = cos? t. On obtient, apres linéarisation,

sin2t ¢
+§+C

Gy (1) =

On remplace
t = Arcsin x

Revoir dans le chapitre 5 comment on évalue cos( Arcsin x). Apres calculs on obtient F» (x).

Retour a I'exercice a



Aide 8, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour fj, on se rameéne au calcul d'une primitive de g, () = ch 2¢. On obtient, apres linéarisation,

htcht
Gl(t)=—S ¢ +—-—+C.
2 2

On remplace
t= Argsh x

Revoir dans le chapitre 7 comment on évalue ch (Argsh x). Apres calculs on obtient Fj (x).

Retour a I'exercice A



Aide 9, Question 2a, Exercice A.2.25

Pour f3, il faut distinguer deux cas
1. x€[l,+ool.
On se ramene au calcul d'une primitive de g3(z) = sh 2¢. On obtient, apres linéarisation,

h2t t
G =—"-Llic.
4
On remplace
t = Argch x

Revoir dans le chapitre 7 comment on évalue sh (Argch x). Apres calculs on obtient

xVx(-1 1
F(x) = — —EArgch(x) +C

2. x€]—o00,—1].
On pourrait poser x = — ch ¢ ou plus précisément ¢ = Argch (—x), et faire un calcul similaire au précédent, mais
plus simplement , on peut se ramener directement au cas précédent.

On pose u=—x, donc du = —dx et

vuz-1 1 2-1 1
Fg(x):f\/xz—ldxz—[\/uz—ldu:—%+£Argchu+C=%+§Argch(—x)+c.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.25

Dy =[—a,al].

Pour calculer Fy, faire un changement de variable afin de se ramener a F».

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.2.25

Le trinome sous la racine carrée doit étre positif ou nul.

D5 = DG = D7 = [1,2]

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2c, Exercice A.2.25

Pour F5, faire un changement de variable pour se ramener a F,.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2c, Exercice A.2.25

—x2+3x—2=1—(x—§)2= (1-(2x-3)?)
4 2 '

=

On retrouve bien str le domaine de définition de fs.

—1<2x-3<l<1<x=<2.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2c, Exercice A.2.25

Pour f5, s'inspirer de f> et poser

T
2x—3=sint, te [——,— .
2°2

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 2c, Exercice A.2.25

Fs est tres facile a calculer car fg est de la forme
¢ () Vp(x).

On obtient donc immédiatement une primitive.

Retour a I'exercice A



Aide 6, Question 2c, Exercice A.2.25

On a calculé F5 et Fg donc on peut en déduire F; qui est une combinaison linéaire de ces 2 fonctions.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2d, Exercice A.2.25

Dg=|1-V7, 1+V7/.

Pour Fg, faire un changement de variable pour se ramener a F».

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2e, Exercice A.2.25

D¢ =R.

2 +2x+6=(x+1)2+5.

Faire un changement de variable pour se ramener a Fj.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2f, Exercice A.2.25

¥ +2x=(x+1)>%-1.

Faire un changement de variable pour se ramener a Fs.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.26

Faire une figure.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.26

Pour des raisons de symétrie, I'aire est égale a 2 fois I'aire de D, la partie du domaine située a y = 0.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.26

1
(x,y)eD, e -1<x<-, 0<sy<V1-x2

\S)

Laire de D, se calcule donc al’aide d'une intégrale simple.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.26

1
Alzzfz\/l—xzdx.
-1

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.26

Revoir I'intégrale I; de I'exercice A.2.25.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.26

Faire une figure.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.26

1
A2:2f V1+x%dx.
0

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.26

Poser
x= sht.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.26

On trouve
ch (Argsh 1) + Argsh 1.

Revoir les propriétés de fonctions trigonométriques hyperboliques et de leurs réciproques afin d’obtenir

As = V2 +In(1 + v?2).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.26

Faire une figure.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.26

2
A3:2f VvV x2-1ldx.
1

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.26

Poser
x= cht.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.26

On trouve
2 sh (Argch 2) — Argch 2.

Revoir les propriétés de fonctions trigonométriques hyperboliques et de leurs réciproques afin d’obtenir

A3 =2V3-1In2+V3).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.2.27

X

1@ 222 | ¢ injtan %)+ C
.(@ In|———=|+C,In|tanZ| + C,
1-—tanZ 2

2
f X _ 1
(b) \[arctan( tan3) +C, 4sm ~ * 37y
atan%C +1 /3
2. tanx—x+C,tanx+C,—m”x+C, farctan(\/_tanx)+C ﬁarctan ﬁ +C, —tan x+C, x—7§arctan( tanx)
C, ziionsgx +1n|H80Y) 4 C, sinx— 2 — Barctan(sinx) + C.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.28

Voir le cours.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.31

Chacun des calculs est simple.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.31

— Pour la premiere fonction, la fonction cosinus est élevée a une puissance IMPAIRE.
On peut donc faire un changement de variable ¢ = sin x.
On se rameme au calcul d’'une primitive d'une fraction rationnelle en .

— Pour la deuxieme fonction, on peut écrire

tan®x = 1 +tan® x — 1.
D’ot1 les primitives trés simples.

— Pour la troisieme fonction, quelle est la dérivée de la fonction tan x?
La encore le calcul de primitive est immédiat.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.31

Le calcul de primitive est moins simple que les précédents.
Effectuer le changement de variable proposé.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.31

— Pour la premiere fonction on obtient :

5 1
Zfﬁ—dt.
o 1—1¢2

Décomposer en éléments simples puis calculer les primitives, puis revenir a la variable x.
— Pour la deuxieme fonction on obtient :

11

7 dt.
% t

Calculer les primitives, puis revenir a la variable x.
— Pour la troisieme fonction on obtient : )
2
[
0 3+¢

Calculer les primitives, puis revenir a la variable x.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.32

Rechercher la solution générale de I'équation différentielle linéaire homogene :
2y'(x) +3y(x) =0
Puis pour les équations avec second membre, rechercher une solution particuliére de I'équation avec second membre,

il y a des solutions particulieres simples, réfléchissez!

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.32

Rechercher la solution générale de I'équation différentielle linéaire homogene.
Puis rechercher une solution particuliére de I'équation avec second membre, réfléchir a la forme de cette solution
particuliere.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.32

Lorsque I'équation différentielle s’écrit
Y () +b(x)yx) = f(x),

on se place sur un INTERVALLE I sur lequel les fonctions b et f sont continues.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.32

Dans chacun des cas voici les intervalles :

I=]—-00,0[ ou I=]0,+o0l.

I=]-00,0[ ou I=]0,+ool.
B I=]-00,0[ ou I=]0,+ool.
; I=]-00,0[ ou I=]0,1[ ou I=]1,+ool.
B I=]-00,0[ ou I=]0,+o0l.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.32

Rechercher la solution générale des équations différentielles linéaires homogenes.
Puis rechercher une solution particuliere des équations avec second membre,on pourra utiliser la méthode de varia-
tion de la constante

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.32

Dans la recherche de la solution générale de 'équation homogene ou dans le cas de la méthode de variation de la
constante, on est amené a un calcul de primitive.

Quand il s’agit d'une fraction rationnelle, penser a la décomposition en éléments simples.

Quand c’est judicieux penser a une intégration par parties.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.33

Sur quel intervalle la solution est-elle définie?
Déterminer la solution générale de I'équation homogene.
Faire varier la constante pour obtenir une solution particuliere de I'équation avec second membre.
En déduire la solution générale de I’équation avec second membre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.33

Les différentes fonctions sont continues sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo[, on va donc résoudre sur ces intervalles.
Lors de la méthode de variation de la constante "k(x)", vérifier que dans I’équation les termes en k(x) se simplifient.
Si ce n'est pas le cas, on a fait une erreur. Peut-étre dans I'expression de la solution générale de 'équation homogene ?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.33

On obtient tres facilement yy,(x), puis k'(x) = e%x,
Ce qui permet de terminer les calculs, vérifier la réponse.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.33

Sur quel intervalle la solution est-elle définie?
Déterminer la solution générale de I'équation homogene.
Faire varier la constante pour obtenir une solution particuliere de I'équation avec second membre.
En déduire la solution générale de I’équation avec second membre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.33

Les différentes fonctions sont continues sur R, on va donc résoudre sur R.
Lors de la méthode de variation de la constante "k(x)", vérifier que dans I’équation les termes en k(x) se simplifient.
Si ce n'est pas le cas, on a fait une erreur. Peut-étre dans I'expression de la solution générale de 'équation homogene ?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.33

On obtient tres facilement y;(x), puis
eX—e™*

)= eX+e ¥

Comment calculer k(x)?

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.33

En général, lorsque I'on a une fraction rationnelle dans laquelle la variable est e*, 1a primitive se calcule en effectuant le
changement de variable ¢ = e*.

Ne pas oublier de calculer dz.

Faire ce changement de variable, on débouche sur le calcul de la primitive d'une fraction rationnelle en ¢, on sait
faire.

Conduire le calcul jusqu’au bout pour obtenir k(x).

Maintenant regarder plus attentivement k' (x) et constater que dans le cas particulier ici, on

¢'(x)

K (x) = ,
(x) ey

ce qui permet d’obtenir k(x) rapidement.
Comparer les expressions obtenues par les deux méthodes et constater qu’elles sont égales.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 2, Exercice A.2.33

k(x) obtenu d’une fagon ou d’'une autre permet d’obtenir y,, on connait yj, on en déduit la solution générale y = y, +y,.
Comparer avec la solution affichée.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.33

Sur quel intervalle la solution est-elle définie?
Déterminer la solution générale de I'équation homogene.
Faire varier la constante pour obtenir une solution particuliere de I'équation avec second membre.
En déduire la solution générale de I’équation avec second membre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.33

Apres normalisation, les différentes fonctions sont continues sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +oo[, on va donc résoudre sur ces
intervalles.

Lors de la méthode de variation de la constante k(x), vérifier que dans I'équation les termes en k(x) se simplifient. Si
ce n'est pas le cas, on a fait une erreur. Peut-étre, dans I'expression de la solution générale de I'équation homogeéne ?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.33

On obtient tres facilement yy, (x), puis k’(x) = 1.
Ce qui permet de terminer les calculs, vérifier la réponse.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.33

Existe-t-il une solution qui soit continue et dérivable sur R?

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 3, Exercice A.2.33

-3x

Il faut prendre C; = C, =0, on obtient la solution définie sur R y(x) = e™>*, on a alors y(0) = 1.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.34

Mettre toutes les fractions au méme dénominateur

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.34

On obtient
1 _(a+b+c)x2+(b—c)x—a+b—c

x(x2-1) x(x2=1)

Il suffit ensuite d’identifier les coefficients du polynéme au numérateur

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.34

On obtient le systeme

b—-c =0,

{ at+b+c =0,
—a+b-c =1,

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.34

Sur quel intervalle la solution est-elle définie?
Déterminer la solution générale de I'équation homogene.
Faire varier la constante pour obtenir une solution particuliere de I'équation avec second membre.
En déduire la solution générale de I’équation avec second membre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.34

On peut poser I’équation non-homogene
2 X
/

== 4
J x(xz—l)y x2—1

au choix, sur I'un des intervalles

Il :]_OO,_l[, 12 :]_1,0[, I3 :]0:1[7 14 :]1,+OO[.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.34

2
Onaa(x) = “IZ-D qui admet pour primitive, en utilisant la question 1
A =In|-2
o x2-1)
ce qui donne pour solution de I’équation homogene
2
X
x)=C .
Yn(x) 21

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.34

Avec la méthode de variation de la constante on obtient la solution particuliere

2

yp(x) = In|x|.

x2-1

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.35

On trouve facilement a = 3.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.35

1 suffit de calculer y'(x) = % (3x- %

obtenue par z°.

)=3+ % puis de remplacer )’ et y dans I’équation (E), puis de multiplier I'équation

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.35

_342
e3x

La solution générale de 'équation homogeéne est donnée par zj(x) = C
méthode de variation de la constante, ge qui donne

et on obtient z,(x) = é en utilisant la

—3x2 1
+—.

e
=C
z(x) ox

On en déduit facilement y.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.35

Puisque y(x) = yo(x) — on obtient

_1
z(x)’

y(X) :3X—Cesz+%.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.36

Il s’agit d'une équation de Bernoulli.
Faire le changement de fonction inconnue permettant de se ramener a une équation linéaire.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.37

Il s’agit d'une équation de Riccati.
Faire le changement de fonction inconnue permettant de se ramener a une équation de Bernoulli.

Retour a I'exercice a
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