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Exercice I (7 points)— Les deux parties I et II sont indépendantes.

I- On considere les propositions suivantes :

(a)dz €eR; (x+1=0etz+2=0) (¢) Ja € R*, Ve >0, |a| <€
(b)) FxreR;z+1=0)et (FxreR; z+2=0) (d) Ve >0, dJa €eR; |a| <€

1. Les propositions (a), (b), (c) et (d) sont-elles vraies ou fausses?

La proposition (a) est fausse car x ne peut pas prendre a la fois les valeurs —1 et —2. Par
contre la proposition (b) est vraie car elle est la conjonction de deux propositions vraies:
il existe une solution dans R de l’équation x +1 = 0 (qui est v = —1) et il existe une
solution dans R de l’équation x +2 =0 (qui est v = —2).

La proposition (c) est fausse car, par exemple, pour € = |;’ linegalité |a| < € est fausse.

(d) est vraie il suffit de prendre a =0 < e qui est toujours vraie.

2. Donner leur négation.

non (a)Vr €R; (x+1#0 oux+2#0) non (¢) Ya € R*, 3¢ >0, |a| > ¢
non (b) (Vx € R; x+1#0) ou (Vz € R; x4+2#0) non (d) 3e >0, Va € R; |a| > ¢
II- Soit n > 1 un entier naturel. On se donne n + 1 réels xg,x1,...,x, de [0,1] vérifiant:

0<zg <z <...<z, <1 On veut démontrer par ’absurde la propriété suivante:

1
P: (Il y a au moins deux de ces réels qui sont distants de moins de —)
n

1. Ecrire a ’aide des quantificateurs une formule logique équivalente a la propriété P.

P:3ie{0,....,n},35€{0,....,n}, (j <i) et (z; —xj) <

S |-

2. En déduire a partir de P la formule logique suivante

1
P:Fe{l,...,n}, ;i —x;1 < —.
n

Il suffit de remarquer que si deux nombres z; et x; ot (j < i) sont distants de moins de
%, alors il y aura deux nombres consécutifs qui seront distants de moins de % En effet
(i —wi—1) < (25 —25) = (s —xi—1) + (o1 —Ti—2) + ...+ (vj—1 —x5) < % Ceci signifie
qu’on a la propriété P’.



3. Ecrire a laide des quantificateurs la négation de P’.

1
Non P':Vie{l,...,n}, m; —xi_1 > -

4. Montrer par 'absurde la propriété P.
(Indication: on pourra montrer que x,, — xg > 1).

On suppose qu’on a (non P) et on veut démontrer qu’elle est fausse. Cela revient a dire
aussi qu’on a (non P'). En écrivant que (x, — xo) = (X, — xp—1) + (Tp—1 — Tp—2) + ...+
(x1 — xg) et en utilisant la propriété (non P') on a

1
(xn —x0) >N x — =1,
n

ce qui est absurde car d’aprés les données (x, — xg) < 1. Donc la propriété P est vraie.

Exercice IT (5 points)—

Soit f une application de I’ensemble E dans l’ensemble F. On note A et B deux parties
quelconques de E et f(A) = Imf4 (ot 'application f4 est la restriction de f a la partie A).

1. Vérifier que si A C B alors f(A) C f(B).

On suppose que A C B, soit y un élément quelconque de f(A). Par définition de [’ensemble
f(A) il existe au moins un élément x dans A tel que y = f(z); or si (r € A) = (v € B)
ceci revient a prouver que y = f(z) € f(B).

2. Déduire que f(AN B) C f(A)N f(B).
D’apreés la question précédente on a

(AnNB)Cc A = f(ANnB)C f(4)
et = f(ANB) C f(A) N f(B)
(AnB)Cc B = f(AnB)C f(B)

3. On suppose que f est injective. Montrer alors que pour toutes parties A et B de FE,

F(ANB) = f(A) N f(B).

D’apreés la question (2.) on a f(AN B) C f(A) N f(B), pour montrer l’égalité il suffit
de montrer linclusion f(A) N f(B) C f(A N B) lorsque f est injective. Pour tout
ye f(ANf(B)=ye f(A) ety € f(B) ce qui veut dire que:

dza € A, y=f(xa) et Iz € B, y = f(xp).

Doncy = f(xa) = f(xp), or f est injective alors x4 = xp =x € AN B. On a de ce fait
prouver lexistence d’un élément v € AN B, y = f(x). Ceci prouve que y € f(AN B) ce
qui achéve la preuve.

4. On suppose, dans cette question, que pour toutes parties A et B de E, f(AN B) =
f(A) N f(B). Par un raisonnement direct montrer que f est injective. (On rappelle que
I'image d’une partie non vide par une application, est une partie non vide).



Soient a et b deux éléments quelconques de E vérifiant f(a) = f(b), on veut montrer que
a =b. On considere les parties de E suivantes: A = {a} et B = {b}. D’aprés I’hypotheése
ona f(ANDB) = f(A)N f(B). Or

f(ANB) = f({a} 0 {b}) = f({a}) N F({b})

{(f(@)} n{(F(0)}
= {(f(@)} ={®)} = f(A) = f(B) # 0.

Il en découle que f({a}N{b}) # 0 = {a}N{b} # 0 car l’image d’une partie non vide par
f est une partie non vide. Ceci permet de conclure que a =b et que f est injective.

Exercice III (5 points)—

Soit A # (), un sous ensemble borné de R. Posons B = {z € R; —z € A}, montrer que :

1. Si M est un majorant de A alors —M est un minorant de B.

Si M est un majorant de A, alors x < M pour tout x € A, par définition d’un majorant.
Or —x > —M pour tout x € A, et doncy > —M pour tout y € B. Ceci montre que —M
est un minorant de B.

2. Si m est un minorant de B alors —m est un majorant de A.

Sim est un minorant de B, alors x > m pour tout x € B, par définition d’un minorant.
Or —x < —m pour tout x € B, donc y < —m pour tout y € A. Ceci montre que —m est
un majotrant de A.

3. supA = —inf B, en justifiant ’existence de la borne supérieure de A et de la borne
inférieure de B.

D’apres les données, A # 0, est un sous ensemble borné, en particulier majoré, de R donc
il admet une borne supérieure qu’on note sup A. sup A est par définition, le plus petit des
majorant de A; or d’apreés la question (1.) —sup A est aussi un minorant de l’ensemble
B # 0 de R. L’ensemble B admet donc une borne inférieure inf B qui par définition
constitue le plus grand des minorants de celui-ci, on a alors inf B > —sup A ou encore
—inf B < sup A.

D’autre part d’aprés la question (2.) inf B est un minorant de B donc —inf B est un

majorant de A et comme sup A est le plus petit des majorants alors —inf B > sup A.
Finalement sup A = —inf B.

4. inf A = —sup B, en justifiant 'existence de la borne supérieure de B et de la borne
inférieure de A.

D’aprés les données, A # ), est un sous ensemble borné, en particulier minoré, de R donc
il admet une borne inférieure qu’on note inf A. Elle est la plus grand des minorants de A.
En permutant les roles de A et B dans la question (2.), —inf A est majorant de B qui est
non vide de R. L’ensemble B admet d son tour une borne supérieure qui est la plus petite
des majorants. Il en découle que sup B < —inf A.

D’autre part, en permutant les réles de A et B dans la question (1.), sup B est un majorant
de B donc —sup B est un minorant de A et comme inf A est le plus grand des minorants
alors —sup B < inf A ce qui donne que sup B > —inf A. Finalement inf A = —sup B.

Exercice IV (6 points )—

Soient deux réels A > 0 et u > 0. Pour Uy et Vj deux réels donnés on considere les suites (U,,)
et (V},) définies par les récurrences :

U, + AV, Un + pVy



1. Montrer que la suite (W,,) de terme général W,, = V,, — U,, est une suite géométrique de
= A

raison q = m

q, UO et ‘/U

. En déduire I'expression générale pour tout n en fonction de

Pour tout n dans N on a

Un+ 1V Ui+ AV (Un + V) +A) = (Un + AV,) (1 + )

Wit = Vit — Upsy = -
+1 +1 +1 Tt T CEESY
©w—A

- _HFr v, —U,) = qW,.

(1+u)(1+)\)( ) =14

W= A

——————. Il en découl
EVESY en découle

La suite (W,,) est donc une suite géométrique de raison q =

lexpression générale de celle-ci

n (ﬂ - )\)n

2. Déduire que lim W, =0.
n——+00

Il suffit de prouwver que |q| < 1 pour montrer que lirf W, = 0. En effet, pour tout X\ > 0
n—-—+0oo
et u>0o0na

w—A WA A

A+ +N = A+pA+X) 1+ (p+ A+ )

3. On suppose que Uy # Vp, montrer que les suites (Uy,) et (V},) sont adjacentes si et seulement
sipu> A

Pour montrer que les deux suites sont adjacentes, sachant que lirf (Vo —=Uy,) =0, il suffit
n——+0oo

de montrer que l'une est croissante et l’autre est décroissante. On a d’une part:

Un + AV,
VneN, Uy —U, = -T2 g
n €N, Unnt 14 A
A A
- 1+A(V”_U”)_1+Aq (Vo = To)-

D’autre part:

Un n
+ uV, v
1+ mu

1 1
e (Vo Un) = ———q" (Vo — V).
1+u( ) 1+MQ(0 0)

VneN, Voo -V, =

Il est clair que le signe de U,41 — Uy, dépend du signe de q et de (Vo — Up) Si on suppose
que Vo — U > 0 alors (Uy,) est croissante si et seulement si ¢ > 0. La suite (V,,) est dans
ce cas décroissante. Dans le cas ou Vo — Uy < 0, (U,) est décroissante si et seulement si
q >0, la suite (V,,) est alors croissante.

En conclusion: (U,) et (V,) sont adjacentes si et seulement si (q >0 <= u > \).

4. Montrer que :
. I I+ NUo+ A1+ )V
ngr—ir-loo Un = ngl—lr-loo Vi = 14224+ Ay )




On peut calculer, par exemple, la limite de la suite (Uy,) en explicitant son terme général

comme suit:

n—1
V—U
Un=Up+» (U1 —Ux) = Uo+ fHO § k
k=0

)\(Vo—Uo)l—q

= Ut =7 1—¢°

En en déduit la limite suivante:

: _ AVo=Uo) — (1+NUo+ A1+ )V
nBTooU"_U°+(1+/\)(1—q)_ 142X+ A\

)

et par conséquent on a

lim U, = lim V, = (L+ AU + AL+ 1)Vo.
n—+oo n——+00 L+2X+ A



