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Exercice I (6 points)— (Les questions I. et II. sont indépendantes.)

- (a)

Question de cours. Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Enoncer le
théoreme de Rolle pour une fonction f : [a,b] — R.

Soit [a,b] un segment de R (avec a < b) et f : [a,b] — R, telle que f est
continue sur [a,b], dérivable sur |a,b| et f(a) = f(b). Alors:

dc €la, b[; f'(c) =0.

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — R une fonction deux fois
dérivable en tout point de I et s’annulant en trois points distincts a < g < v
de I. Montrer que la fonction dérivée seconde (notée f”) s’annule au mois une
fois dans 1.

La fonction f est dérivable sur l'ouvert I en particulier sur les deux intervalles
la, BIS 1 et |B,v][S I (entre autre elle est continue sur les segments [«, 5] et
[B,7] comme elle est dérivable sur tout I). De plus f(a) = f(B) = f(v) =0,
donc d’apres le théoréme de Rolle on a

ey €la, B[; f(er) =0 et Tes €]8,79]; f(ca) =0.

Onaa <c¢ < f <cy <7y done surl’intervalle non réduit a un point [cy, o] C T
la fonction dérivée f' est continue, dérivable sur]cy,co| et f'(c1) = f'(ca) = 0.
On applique le théoréme de Rolle a f' et on a le résultat escompté, c’est a dire

Je €]ey, o[C I; f"(c) = 0.
Question de cours. Enoncer le théoreme des accroissements finis.

Soit [a,b] un segment de R (avec a < b) et f : [a,b] — R, telle que f est
continue sur [a,b], dérivable sur la,b|. Alors:

e €la,bf; f(b) = fla) = (b—a)f'(c).

Soient deux réels a et b (avec a < b) et soit f une fonction dérivable sur
I'intervalle ouvert |a, b[ telle que f’ soit bornée. (C’est a dire il existe un réel
M > 0 telle que sup |f'(t)| = M).

t€la,b|
Montrer que pour tout z,y dans |Ja,b[ on a |f(z) — f(y)] < M|x — y|.

Dans le cas ot x = y le résultat est immédiat. On suppose, maintenant, que x %
y (soit par exemple x < y, le cas ot x > y s’en déduit de la méme maniére) alors
dans lintervalle [z,y] Cla,b], f est continue, dérivable sur |z,y[ donc d’apres



le théoreme des accroissements on a e €|z, y[; f(x) — f(y) = f(e)(x —y).
Comme f' est bornée dans |a,b] on en déduit que

[f(@) = F) =1 (Ollz =yl < sup |[f(t)] x |z —y| < Mz —yl.

t€la,b|

Déduire que pour tout x,y dans ]a,b[ on a

Ve >0, 31 >0, (|l —yl <n) = (If(z) = fy)] <e).
(On distingera le cas ou M =0 et M > 0.)

Si M = 0 alors d’aprés I —a) la fonction [ est constante sur |a,b[ et le résultat
est vérifié pour tout x,y dans |a, b.

On suppose, ici, que M # 0, on a toujours d’aprés I — a), pour tout z,y dans
la, b et pour tout £ > 0,

(lo =yl <n(e) = =) = ((F@ = J@) < Mz —y] < M x = =2)).

Montrer que f est bornée sur |a, b

,b[. (Indication: pour tout x, fixé dans |a, b[ on
a Ve €la,bf, ||f(@)] = [f (o)l < |

f(@) = f(wo)l.)

Soit xy un point arbitrairement fizé dans |a,bl. Pour tout x €]a,b[ on a d’aprés
I —a)

L @) = 1f(o)l| < [f(x) = f(xo)] < Mz — 20| < M(b— a).

On déduit de cette inégalité que pour tout x €la, b|

[f (@) < [f(o)| + M(b - a),

donc f est bornée dans ]a, b|.

On suppose qu'il existe deux réels [, et [, tels que pour toutes suites (a,), et
(bn)n & valeurs dans ]a, b 'on a :

(lim a,=a)= ( lim f(a,) =1,) et ( im b, =b) = ( im f(b,) =1p).

n—-+4o0o n—-+4o0o n—-+4o0o n—-+o0o

Justifier que f est prolongeable par continuité sur tout le segment [a,b] .

D’apres les hypotheses de cette question on a, quand v — a, f(x) — I,
(critére des limites par les suites) et quand x — b, f(x) — l,. Donc f est
prolongeable par continuité sur tout le segment [a b| et le prolongement f prend
les valeurs f(a) = ly; f(b) = I, aux extrémits et f(z) = f(x) pour tout = €la, b].

(Changer de copie)

Exercice II (6 points)—

Soit [a,b] (a < b) un segment de R et f une fonction continue de [a,b] dans [a, b].

1. En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer qu’il existe au moins un
nombre [ dans [a, b] tel que f(I) =1, c’est a dire, que f admet un point fixe.



On pose g la fonction définie par g(x) = f(x) — x pour tout x dans |a,b] qui est
continue sur cet intervalle. Du fait que f est a valeurs dans [a,b] on vérifie aisément
que g(a) > 0 et que g(b) < 0. Si g(a)g(b) = 0, alors f admet a ou b comme point
fize. Si g(a)g(b) # 0 alors on a nécessairement g(a)g(b) < 0 et le le théoréme des
valeurs intermédiaires assure l'existence d’au moins un réel I €la,b] qui annule g
étant donné que celle-ci est continue sur |a, b].

En conclusion: il existe au moins un nombre | dans |a,b] tel que f(l) = 1.

2. On suppose de plus, a partir de cette question, que f vérifie cette condition

Vi € [a,b],Vy € [a,b],  (z=y)ou(|f(z) = fy)l <l|z—yl)

Montrer alors que le point fixe [ de f est unique.

On montre l'unicité par l'absurde. On suppose que f admet deux points fixes distincts
Iy etly dans [a,b] tels que f(l1) =1y et f(lo) = ly; alors d’apres la condition vérifiée
par f on a, comme ly # U, |f(l1) — f(la)] = |li — lo] < |lh — o] ce qui est absurde;
d’ou l'unicité.

z + f(x)
Te[a,b].

3. Soit = € [a, b]. Montrer que 'on a aussi

On ax € [a,b] et f(z) € [a,b] comme [a,b] est un intervalle (fermé) de R il contient
z+ f(x)

tout le segment d’extrémités x et f(x), en particulier son milieu 5

4. On introduit la suite (u,), pour tout n > 0 définie par

Uy, + T (Up
Upy1 = %, Vn e N
(a) Justifier (en utilisant le résultat établi a la question (3.)) que pour tout

n €N, u, € [a,b].

{uo = «€ [a,b]

Par récurrence on montre que Vn € N, u, € [a,b].

Initialisation : pour le premier terme ug = « € la,b] d’aprés Uhopthése, la
propriété est donc vraie.

Héridité: on suppose que le terme u,, est bien définie dans [a,b]. f(u,) est aussi

bien définie et appartient bien d l'intervalle [a,b], donc d’aprés la question 3.

un un . - sy 2
LH = Ups1 € [a,b]. Ce qui permet de conclure la propriété: pour tout

2
n €N, u, € [a,b.

(b) Montrer que pour tout n € N*| (u,41 — u,) est du méme signe que (u, — Up_1).
En déduire que la suite (u,,), est monotone (croissante ou décroissante).

Pour tout n € N*, on a

(Un = un—1) + (f(un) = f(un1))
5 ;

Up1 — Un =

or d’apres Uhypothése de la question 2. on a |f(u,) — f(un-1)] < |ty — tp_1].
Ceci prouve que les nombres (U, — Up—1) €t (Up —Up—1)+ (f(un) — f(un—1)) sont
de méme signe et donc que le signe de U, — u, est celui de u, —u,_1. On en
déduit que la suite (uy), est bien monotone (croissante ou décroissante).



(¢) Montrer que la suite (u,), converge vers l'unique point fixe [ de f.

La suite (uy), est une suite monotone (donc croissante ou décroissante) de
nombres réels tous dans un méme segment [a, b]. Cette suite est donc a la fois
magorée et minorée. Elle converge donc vers une limite I'. Comme [ est
continue, la suite (f(uy,)), converge vers f(l') et on a, par passage a la limite
dans la relation de récurrence, I' = (I'+ f(I'))/2, soit f(I') =1'. Ce qui prouve
que le nombre I' est un point fize de f. Comme [ admet un unique point fize |

alors lim wu, =10 =1.
n—-+o00

(Changer de copie)
Exercice III (6 points)—

On définit la fonction f suivante sur R* par :

f(z) = zsin(z) sin(l).

Xz

1. Vérifier que f est continue sur R*.

Sur R* les fonctions © — sin(z) et x — < sont continues donc Vx € R*, z — sin(1)
est continue sur R* comme composée de fonctions continues sur R* .  Enfin la
fonction f est continue sur R* comme produit de fonctions continues sur R*.

2. En calculant la limite liIT(l) f(x), montrer que f est prolongeable par continuité sur
Tr—r

tout R. On notera la fonction g son prolongement par continuité.

Pour tout x dans R* on a |sin(z)sin(1)] < 1 donc |f(z)| < |z|;Vz € R*; d’aprés

le théoreme des gendarmes |f(x)| — 0 quand x — 0 ce qui est équivalent a dire

que lir% f(x) =0. La fonction f est donc prolongeable par continuité a tout R et on
T—

peut définir son prolongement, qu’on note par g, la fonction définie par g(x) = f(x)
six # 0 et par g(0) = 0.

3. Vérifier que g est dérivable en tout point z € R* et calculer le nombre dérivé ¢'(x).

Pour tout x dans R* les fonctions x — sin(z) et x +— % sont dérivables et leurs

dérivées respectives sont x +— cos(zx) et x — —x—12. Donc la fonction définie pour
r € R" z — sin(%) est aussi dériwable sur R* comme composée de fonctions
dérivables sur R* et on a sa dérivée la fonction v — —x—lg cos(%). Il en découle
que g est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables et l'on a
« . .1 .1 1. 1
Ve € R*, ¢'(z) = sin(x) sm(;) + x cos(x) sm(;) - sin(x) cos(;).

4. Montrer que la fonction g est aussi dérivable en 0 et calculer ¢'(0).

Pour tout h € R* on a

i 9 = 9(0) _ o F(0)
h—0 h h—0 h
Or pour h € R* on a |f(h)| < |h||sin(h)| donc \@| < |sin(h)| ce qui prouve, en

utilisant le théoreme de comparaison des limites, que @ — 0 quand h — 0; Ceci



g9(h) —9(0)
h

prouve que lim
h—0
dérivée ¢g'(0) = 0.

existe et est finie, elle est égale a zéro et que le nombre

5. La fonction ¢’ est-elle continue sur R?

Pour tout x dans R* la fonction ¢' est définie continue sur R* comme somme de
produit de fonctions continues. Pour x = 0 on montre que g’ n’est pas continue en
utilisant le critére des limites par les suites; En effet soit la suite (xy)y définie par
T, = 5= pour tout k € N*. On a alors cos(zy) = cos(2km) =1, et

lim sin(xy)
k—+o0 Tk

x cos(zg) =1

étant donné que klim zp = 0. On a de plus |sin(x—1k)| <1et |cos(:pk)sin(x—1k)| <1,
—+00

donc compte tenue de ’expression de g pour x # 0 la limite

lim ¢'(zy) = —1.

k——+o0

On conclusion on a lim =z, = 0 et lim ¢'(z) = —1 # ¢'(0)(= 0) la fonction ¢’
k—+o00 k—+o00

n’est pas continue en 0 (elle n'est pas donc de classe C' sur R).

(Changer de copie)
Exercice IV (7 points)—

Soit f la fonction définie sur R par :

V= si x <0
flx)=4¢ 0 si =0
zln(z) st x>0

1. Montrer que f est continue sur R (en particulier en 0).

Pour tout x < 0 la fonction x — /—x est continue sur | — 0o, 0] comme composée
de fonctions continues. Pour tout x > 0 la fonction x — xln(x) est continue sur
10, +00[ comme produit de fonctions continues.

Continuité en x = 0: on a

lim f(r) = lim v—2=0= f(0) et lim f(z) = lim xln(z) = 0= f(0).

z—0— z—0~ z—0t z—0t

Donc la fonction f est continue aussi en x = 0.

2. Etudier la dérivabilité de f pour tout réel non nul et calculer f'(z) quand x < 0 et
quand z > 0.

Pour tout x < 0 la fonction x — /—x est dérivable sur | — 0o, 0] comme composée
de fonctions dérivables et on a :

Vo < 0; f'(z) = ((—x)%)’ - __(_x>,% _




Pour tout x > 0 la fonction x — xIn(zx) est dérivable sur |0, +00[ comme produit de
fonctions dérivable et on a :

Vo > 0; f'(z) =In(z) + x% = In(x) + 1.

. La fonction f est-elle dérivable en 07 On précisera l’allure de la tangente en x = 0.

Quand x — 0" avec x > 0

lim @) = J(0) = lim = lim In(x) = —oc.

z—0+ xT z—0t xT z—0+

zln(x)

Quand x — 0~ avec x < 0

lim M: lim T lim !
z—0~ x z—0~ xT r—0~ —X

= —OQ.

La fonction f n’est pas drivable en 0. La limite du taux de variation étant —oo en
0 la courbe de f présente une tangente verticale au point de coordonnées (0,0).

. Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe (on tracera les tangentes
remarquables).

Pour x <0, f'(x) <0 donc la fonction est décroissante sur l'intervalle | — oo, 0].
Pour x > 0, f'(x) =0 si et seulement siln(x) = —1 donc x = e~'. Pour x €]0,e7!],
f'(x) < 0 donc la fonction est décroissante, pour x > e~', f'(z) > 0 donc f est
croissante. D’autre part

lim v—z =+00, lim zln(z) = +oo,

T—>—00 T—>+00
et flet)=etin(e ') = —e 1. Il en découle le tableau de variation de f suivant :
r | —o0 0 e ! +00
f'(z) - | - o +

. Montrer que f est une bijection de [e™!, +00[ sur [—e™!, +o0].

La fonction f est continue et strictement croissante sur [e™', +oo[ (car Vz €
le™t, +oo[, f'(x) > 0). Donc f est injective. D’autre part, du fait que f est
continue alors l'image de lintervalle [e™!, +o00[ par f est Uintervalle f([e™!, +o00]) =
[—e™t, 400, la fonction est alors surjective. Donc elle est bijective de [e™!, +-o00[ sur
[—e™1, o0l

. Justifier que la fonction réciproque, qu’on note par f~!, est dérivable sur |—e™!, +o0].

Calculer (f~1)(0).



Sur Uintervalle ouvert |e™',+o00[ la fonction f est dérivable et on a pour tout
x dans Je ', +oo|, f'(x) # 0 donc la fonction réciproque f~' est dérivable sur
f(Je ™t +o0]) =] —e ™!, +oo[ et on a

-
f1(f~ ()

En particulier pour x = 0 (€] — e™!, +00|) la fonction f est dérivable, de plus on a,
d’une part, f(1) =0« f71(0) = 1 et d’autre part, pour x > 0, f'(r) =1+ In(z),
ce qui donne que

Vo el —et +oof, (fY)(z)=

1 1
/(1) 1+1In(1)

(f)'(0) =

IS
NS

~ -le ¢

+—o0
N
N




