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(Changer de copie)

Exercice I (8 points)— (Les questions I. et II. sont indépendantes.)

I- Soit la fonction f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) =0et f(1) = 1.
On suppose que f est dérivable, en 0 et en 1, et que f'(0) = f'(1) = 0.
On se propose de montrer que f admet un point fixe o €]0, 1].

1. Rappeler le théoreme des valeurs intermédiaires.
2. Soit la fonction g : [0, 1] — R définie par

-1 six=0
g9(z) fix) — f(xx>__1 stz €]0,1]
1 si x=1

Montrer que g est continue sur [0, 1].

3. Montrer qu'il existe a €]0, 1] tel que g(a) = 0.
4. En déduire que f(a) = a.

1
II- Soit f :]0,+0o[— R la fonction définie par f(z) = zE(x — =), ou E désigne la
T

fonction partie entiere.

1. Soit x > 0, montrer qu’il existe un unique n € N, dépendant de z, tel que

1
n<—<n+1
x
En déduire que (z — 07) <= (n — +00).
2. Montrer que, pour tout z €]0,1[, on a —n — 1 < E(z — 1) < —n (on pourrait
chercher un encadrement de x — % en fonction de n).

1
3. En déduire que lim —zE(x — —) = 1.
T

z—0t

4. En déduire lim f(x).

z—0t

(Changer de copie)
Exercice II (5 points)—

Soit f une fonction continue sur [a,b], avec f(a) = f(b) = 0, telles que f soit dérivable
sur Ja, b[ et que la fonction f’ est strictement décroissante.

1. Enoncer le théoréeme de Rolle. En déduire I'existence de ¢ €]a, b[; f'(c) = 0.



2. Montrer que si t €]a, ¢ alors f'(t) > 0 et que si t €]c, b[ alors f'(t) < 0.

3. Montrer que f est strictement croissante sur [a, c| et strictement décroissante sur
[c,b] . (On pourrait utiliser le théoreme des accroissements finis).

4. En déduire que f admet un maximum global en x = c.

5. Montrer que pour tout x € [a,b], f(z) > 0.

(Changer de copie)

Exercice III (11 points)— Soit la fonction f définie sur D C R a valeurs réelles telle que

x
si x € D\{0}
f(z) = { In(z)
0 si x=0
Soit la suite (u,) telle que ug =3 et Vn € N, w, 1 = Un
In(u,)

(On rappelle, qu’une fonction définie sur [a,b], est dérivable en a si elle est dérivable a droite en a.
On rappelle que e ~ 2.72 et que e~! ~ 0.37).

I- Etude de la fonction f

Donner le domaine de définition D de f.
La fonction f est-elle continue en 0 ? Dérivable en 07

Justifier que f est de classe C' sur [0, 1[.

Ll

Dresser le tableau de variations de f. On y fera apparaitre les différentes limites
et la valeur f(e).

[I- Etude de la suite (u,)

1. Montrer que Vn € N, w,, > e. En déduire que la suite (u,) est décroissante.

N

Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
Montrer que Vz > e, 0 < f'(z) < le

Enoncer le théoreme des accroissements finis.
Montrer par récurrence que Vn € N, |u, —e| < oL
Sachant que 4° > 1000, déterminer un entier ng a partir duquel u, est une
valeur approchée de e & 1072 pres.

AR el

III- Etude de la réciproque de f sur [0,1]

1. Justifier que la fonction f, restreinte & [0, 1], est injective.

2. En déduire que la fonction f, restreinte a [0, 1], admet une fonction réciproque
f~! dont on précisera le domaine de définition Dy-1.

3. La fonction f~! est-elle continue sur son domaine de définition Dy-1 ?

4. Dans quel domaine la fonction f=' est-elle dérivable? Calculer f(e™'), en
déduire (f71)(—e™).



