MT02 - Médian (1h30 min) - P2022

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Rappel : pour un total de 20 points, choisir de traiter
- soit l'exercice 1 - parties I, II et III;
- soit 'exercice 1 - parties I et II - et 'exercice 2.

Exercice 1 (Baréme approximatif : (7,6,7) points)

On considére la fonction définie et continue sur [0, +oo[ par f(x) = v2 — 3z + 222.
ug € IR

Unt1 = f(un).

Partie I - Etude d’une suite récurrente

Dans tout I'exercice (u,) est la suite récurrente définie par

1. (a) Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation f(z) = .
Correction :

V2—3r+22=02-3c+22 =2 etx>0=2>—3c+2=0etz>0=zx=1ouz=2.

La fonction f admet donc deux points fixes :{1,2}.

(b) Justifier que f(z) —z est du méme signe que z? — 3z + 2.
Dresser le tableau de signe de f(z) — z sur [0, +-00].
Correction : On utilise la méthode du conjugué

2
59— 3z + 222z = ( 2—3I+2$2—x)x( 2-3x+227+x)  a?—3x+2
2-3x+222+2 2—3r+212+x

Le dénominateur étant positif sur [0, +oo[, la quantité f(x)—x est bien du méme signe
que x? — 3z + 2.

z 0 1 2 +00

flz) —x + 0 — 0 +

2. Que peut-on dire de (u,,) si uy est un point fixe de f7
Correction : Les suites sont constantes (donc convergentes) : Vn € IN, u,, = uy.
Cela se justifie par récurrence. L’initialisation est évidemment vraie.

Hérédité : u, =uy = upr1 = f(un) = f(uog) = up.

3. On suppose dans cette question que ug € |1,2].
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(a) Montrer par récurrence sur n que Vn > 0, u, € ]1,2[.
(Indication : observer que 2x® —3x +2=2(z — 1) + x.)
Correction : L’initialisation & n = 0 est donnée par ’énoncé.

Heérédité : u, € ]1,2[= 0 < 2(u,—1)2 < 2= 1 < 2(up—1)4u, < 4= V1< /2(u, — 1)2+u, < V4

=f(un)

=1 <up <2

(b) Préciser la monotonie de (u,,).
Correction : Il s’agit d’étudier le signe de u,,1 — u, : d’aprés le tableau de signe de
f(z) — x on en déduit que

Upt1 — Up = f(Up) — up <0

donc (u,,) est strictement décroissante.

(c) Montrer que (u,) converge vers une limite ¢ a préciser.
Correction : La suite (u,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers 'un
des points fixes de f. Comme on doit avoir Vn € IN, wu,, > £, la limite est £ = 1.

4. On suppose dans cette question que uy > 2.

(a) Préciser la monotonie de (uy,).
Correction : Tout d’abord, le raisonnement effectué a la question I-3a) permet d’affir-
mer que Vn € IN, u, > 2. Ensuite, on étudie le signe de u,, .1 — u, : d’aprés le tableau
de signe de f(x) — z on en déduit que

Upt1 — Uy = f(Up) — up >0

donc (u,,) est strictement croissante.

(b) Montrer par ’absurde que (u,,) diverge.
Correction : On suppose que (u,,) converge vers une limite ¢ qui est nécessairement un
point fixe de f. Comme la suite (u,) est croissante, on en déduit que Vn € IN, u, </
et en particulier ug < ¢. D’aprés la question I-1a) on sait que ¢ < 2, ce qui est en
contradiction avec ’hypothése sur ug > 2.
Conclusion : (u,) diverge.

(c) Montrer par l’absurde que (u,) tend vers +o0.
Correction : Supposons que (u,) ne tend pas vers +oo. Cela signifie que (u,) est ma-
jorée. Comme (u,) est croissante, cela impleque que (u,) converge. Ceci est impossible
car (u,) diverge.
Conclusion : (u,) tend vers +o0.

Partie II - Etude d’un ensemble
On admet que la fonction g définie sur |2, +oo[ par g(z) = @ est strictement croissante.

Pour g > 2 fixé, on pose Vn € IN, w,, = “** et on définit 'ensemble A := {w, ; n € IN}.

L
1. Calculer ¢/ = rll)rlloog(x)



Correction : Pour x > 0,

vV2—3 212 2 3
Xz X x T—r+00

. Justifier que Im g est un intervalle ouvert, puis déterminer Im g.

Correction : La fonction ¢ étant continue et strictement croissante, Im g est un intervalle.
Puisque g(2) =1, on a Img = ]1,V/2].

. Déduire de T — 4) que (w,,) converge vers (.

Correction : Il faut remarquer que w,, = g(u,). Par composition de limites, on a

u, — 4oo et g(z) — V2= w, — V2

n—-+00 T—+400 n—-+o0o

. Justifier que (w,) est strictement croissante.
Correction : D’aprés I —4), on sait que (u,) est strictement croissante. Comme ¢ est

strictement croissante, on a
vVn € N7 Up < Un+1 = vn € N7 g(un) < g(un-‘rl)

Autrement dit, Vn € IN, w,, < w,41.

. En déduire que A admet-il un plus petit élément ¢ = min A & préciser et que ¢ > 1.
Correction : On peut alors ordonner les termes de la suite (w,,) ainsi

wy <wy < - <wy, < - <A

L’ensemble A admet un plus petit éléement ¢ = wy = g(ug). Comme Im g = ]1,v/2[, on en
déduit que g > 1.

. Démontrer que sup A = 7.
Correction : La limite ¢ satisfait la caractérisation de la borne supérieure : on a

Ve>0,AINeN,Vne N,(n>N=/ —c<w, <l +¢)
On applique la définition de la limite & e =¢ —¢ > 0 et on prend n = N + 1
Vt</l,In=N+1€N, u, >t

7. L’ensemble A admet-il un plus grand élément ?

Correction : Par contre ¢/ n’est pas le plus grand élément de A car ¢/ ¢ A. Pour le justifier,
on peut
e soit résoudre 'équation w,, = ¢,

. 2
" — 0 & flun) = V2up &2 Buy =0 & uy = .

Impossible car le plus petit élément est ug > 2;
e soit utiliser la stricte monotonie :

VM =w, € A,3xr =w,,1 € A, M < z.

La négation de « A admet un plus grand élément » est vraie.



Partie 11T - Etude de séries numériques

1. Compléter la proposition suivante par I'un des symboles =, <= ou <.

Y (vn)n € RN, (Z v, converge ... Z |v,| converge )

n>0 n>0

Correction :

V (vn)n € RY, (Z v, converge <= Z |v,| converge >

n>0 n>0

2. (a) A T'aide des régles de Riemann, justifier que la série définie par > ﬁ diverge.
=0

Correction : D’apres II-1), on sait que 5 o \/5 # 0. Cela signifie que ﬁ ~

) n——+oo oo M 2
donc la série diverge.

(b) Montrer que la série définie par S,, = Z ( converge.

(Indication : montrer que (Sa,) et ( 2n+1) sont adjacentes et utiliser la monotonie de f.)

Correction : De l'écriture f(x) = \/2(z — 1)2 + z, on en déduit que f est croissante sur
[1, +00].
e (S,,) est décroissante :
1 1
f(2n + 1) < f(2n + 2) = Sonio — Sop = — <0

f@2n+2) f(2n+1)
e (S2,11) est croissante :

1 1
f@n+2) < fn+3) = Sz — Samsz = “ent3) T Fenry =

e Enfin,
1

Sont1 — Sop = 0
2n+1 2 fn+ 1) n_>—>+oo

Les suites (S2,,) et (Sa2,41) sont adjacentes donc elles convergent vers une méme limite
S € R. La suite (S,,) converge donc vers S également.

n
3. Pour n € IN, on pose T,, = > i ol (uy) est la suite récurrente de premier terme vy > 2..
k=0

(a) Montrer par récurrence sur n que Vn > 0, u, > q"ug, ou ¢ est défini a la question II-5).
Correction : On définit P(n) :=<« u,, > q"ug ».
Initialisation & n = 0. ug = ¢"uy donc P(0) est vraie.
Hérédité. On suppose P(n) vraie.

Wy, > q = Up+1 > qun > q X qnuo = qn+1

Alors P(n + 1) vraie. L’hérédité est vérifiée.



n déduire que Vn ndication : étudier la série géométrique de terme
b) En déd V>OT<( Indicati Studier la série géométri de t
général ulo(q) )
Correction : On en déduit que
11 1 1 1—gm! 1 1 1 q

T,< —4— 4+ = x—" 5 Zx = = x —.
up Qo q"ug  uy 1—qt noteouyg 1—gqgt uy g-—1

La série de terme général —% étant croissante, elle est majorée par sa limite. Ainsi,

Vn >0,T, <

= m

(c) Justifier que (7)) converge.
Correction : (7},) est une suite de terme positif donc elle est croissante. Comme elle est
majorée, elle converge.

Exercice 2 (Baréme approximatif : 7 points)
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1
1—Jaf
(a) Rappeler la définition avec quantificateurs de « f est continue en a € R ».
Correction :

1. Soit f Iapplication définie sur | — 1, 1] par f(x) =

Ve>0,3dn>0,Vee|—-1,1], <|:L’—a|<n:|f(x)—f(a)|<s>.

(b) Utiliser cette définition pour montrer que f est continue en a = 0.
Correction : Pour € > 0 fixé, on résout |f(z) — 1| < e.

1 1
‘—1 ||—1’<€<:>1—€<—<1—|—€<:>1——<|x]<1—|—
— |

1 — |z 1 1+¢
On choisit alors n =1 + 1—+E et on a bien
[z <n = [f(x) - fO)] <e
, SR In(1 — %)
2. Soit 2 =] —1,1[ et f 'application définie sur Q\{0} par f(z) = o
sin 2z
In(1—1¢
(a) Montrer que que lim In(1—-¢) =—1.
t—0 t

Correction : On pose ¢(t) = In(1 —t). La fonction g est définie et dérivable sur €2 avec
g'(t) = —1% donc
9(t) = 9(0) _ In(1 1)

— / —
=0 = ; tjog((])— 1.

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en a = 0 en une fonction fa préciser.
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Correction : En tant que quotient et composition de fonctions usuelles (polynome, In,
sinus), la fonction f est continue sur son domaine de définition Q\{0}. De plus,

In(1 — z?) 2z T
flx) = o xsin2x><§z:>0—1><1><0—0.

Par conséquent la fonction f est prolongeable en une fonction continue sur §2 définie

par
In(1 — 2?)
flz) = sin 2x sie 7
0 six = 0.
(¢) Montrer que f/(0) = -1
Correction :
= f@)=f(0) In(1—2?) In(l1-—2?) 2z 1 11
/ 0 = = — - _1 1 - = ——=.
1) x—0 xsin 2x x? M sin2r 2ad0 73 2

(d) Justifer que fest dérivable sur €2 et montrer que, pour x # 0, on a

S 2x B 2f ()
P =~ = sn@) ~ tan(zo)

Correction : On vient de justifier que fest dérivable en 0. De plus, f est composée
de fonctions usuelles donc donc elle est dérivable sur son domaine de définition 2\{0}.
Finalement, f est dérivable sur 2 et pour x # 0 :

R _2(?3‘2—%””) — 2cos(2z) In(1 — 2?) 2z 1 2cos(2z)In(1 — z?)
f(z) = . = - X -
(sin(2x))? sin(2z) 1 —2? (sin(2x))?
21 1 cos(2x)  In(1 — 2?)
= — — X — 2z X — X .
sin(2z) 1 —a? sin(2z) sin(2z)
2z 1 1

— X 2 X
sin(2z) 1 —a? tan(2x)

(e) La fonction dérivée f est-elle continue en a = 07
Correction : On doit montrer que lin% f'(z) = f(0).
Tr—r

2z 1
- S oIxl=-1
sin(2x) T2
2/() S X /() — 1x (—1) x1= 1
(tan(2z)  tan(2z) T 20 2 2

Par conséquent lim f’(x) =-1- (—%) = —% = f'(0).
z—0



