Corrigé du Test 2 - P2023

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1 (Baréme approximatif : (9 points)
1. Soit P un polynéme de degré 3.

(a) Soit a € IR. Ecrire la formule de Taylor pour P & l'aide des dérivées successives P*)(a),
avec k € IN.

)2 P(S)
Correction : P(z) = P(a) + P'(a)(z — a) + (@) (x —a)*+ 6(@)(T —a)?
(b) On suppose que pour k = 0,1,2,3 on a P* (1) = 6. Montrer que I'expression P(x) est de

la forme
P(z) = co + 1 + c32°,

ol ¢y, c1 et c3 sont des entiers naturels a préciser.
Correction : Il suffit de développer la formule de Taylor précédente avec a = 1

6 6
P(SL’):6+6<SL'—1)+§(£l}—1)2+6(1]—1)3
=646 —6+322—6x+3+2>—322+32x—1

=2+ 3z + 22

2. Donner la formule de Taylor-Young de la fonction z — In(1 + z) en a = 0 a 'ordre 3.
Correction : Il existe une fonction ¢ telle que

2 IB

_ Ty s
Vo> -1, In(l1+2z)==z 2+3+x5(:€) eta(x)xjo().

3. Donner la formule de Taylor-Young de la fonction x +— cos(z) en a = 0 a l'ordre 3.

Correction : Il existe une fonction ¢ telle que Vo € R, cos(z) = 1— % +2%e(x) et e(x) - 0.
x—

4. Soit a € IR un paramétre. Pour x € [ = |—1,400[, on pose f(x) = P(x)—2cos(z)+aIn(1+x).

(a) Déterminer (en fonction de «) les constantes réelles (s et 5 de sorte que

Ve el, f(x) = (a+3)x + Box® + B32® + 2°c(x), avec e(x) — 0.

z—0
Correction :
2432+ 2% = 2[1 - Z) +afz — & + 2] + 2% (x)
=B+a)z+ (1- %):ﬂ +(1+ %)x?’ + 2°e(x)

()



(b) Justifier que la fonction f est un infiniment petit au voisinage de a = 0.
En fonction des valeurs de «, préciser sa partie principale.
Correction : e La fonction f est continue donc
lirr(l]f(x) = f(0) = P(0) — 2cos(0) + alnl1 =2—-2=0.
T—
Quelque soit la valeur de a, f(z) est un infiniment petit au voisinage de 0.
e Si av # —3, alors la partie principale est (3 4+ a)x;
Si v = —3 alors la partie principale est 2z,

Exercice 2 (Baréme approximatif : (4 points)
Soit f la fonction définie sur I = [—1,1] par f(x) = (z — 1)Arcsin(x).
1. A l'aide du théoréme de Rolle, montrer qu’il existe ¢ € ]0, 1] tel que f'(c) = 0.

Correction : e L’application f est le produit d’un polynéme avec Arcsin. Celle-ci est conti-
nue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1[, donc f lest aussi.
e On a f(0) = —Arcsin(0) =0 et f(1) =0 = f(0).
e D’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]0, 1] tel que f’(¢) = 0. (On ne cherche pas a
déterminer la valeur de c).

9 _ o g2
2. Montrer que Va € | — 1,1], f"(x) = x—i
(1 - 22):
r—1
Correction : La dérivée premiére est f'(z) = Arcsin(z) + ———. La dérivée seconde est
p ') @)+ s
() 1 +V1—$2_(x_1)><—/1__$? 1— 2?2 +(1—x2)+x(x—1)
T) = = . :
V1 —a? (1 —a?) (1—22)2 (1—22)3
2—z—2a®
(122}

3. En déduire que f admet un extremum global sur I et préciser sa nature : minimum ou

maximum. (Indication : étudier le signe de " sur]—1,1[.)
Correction : On détermine le signe de f” sur | — 1,1[ : le signe de f” est donnée par le
signede 2—z —2%. Ona A=1—-4x2x (=1)=9> 0. On cherche les deux racines
1-3 1+3
1’1:_—2:1 et 1’2:%:—2

Le polynome est négatif a 'extérieur des racines et positif sur [—2, 1]. On en déduit que la
dérivée seconde est positive et que le fonction est convexe. Toute fonction convexe sur un
intervalle I dont la dérivée premiére s’annule au moins une fois sur / admet un minimum

global : Vz € [—1,1], f(z) > f(c).

Exercice 3 (Baréme approximatif : (7 points)

54 4x —3
1. Pour tout z € R, on pose f(z) = HTI On admet que f est bijective de IR vers IR et

on note g son application réciproque.



(a) Justifier que g est dérivable sur IR et rappeler 'expression de ¢’ en foncztion de f' et g.
Correction : L’application f est dérivable et Vo € R, f'(x) = % > 2 > 0. Par

conséquent g est dérivable sur Im f = IR. On a
1

9@ = F@y

b) En déduire que Vz € R, 0 < ¢'(z) < 2.
2
Correction : On sait que f’ et ¢’ sont de méme signe dont Vz € R, ¢'(z) > 0. Pulis,
comme la fonction inverse est décroissante, on a

/ oy Lo 1)
veeR, (fge) =2 = J@) P S2)
2. (a) Montrer que V(z,2') € R?, [g(z) — g(2/)] < 3|z — o).
Correction : On applique I'égalité des accroissements finis a g entre z € IR et 2/ € R.
e Siz=2a/,0onalg(x) —g(z)| =0 = 3|z —2/|. L'égalité entraine I'inégalité.
e Pour x # 2/, sans perte de généralité, on peut supposer que x < x’. L’application g
est continue sur [z, 2] et dérivable sur |z, 2’| donc il existe ¢ € |z, 2'[, g(x) — g(2') =
g'(c)(x — 2'). En valeur absolue, cela entraine

l9(x) = g(a")] = |g'(O)|lx = 2'| < 3lz — 2|,

(b) Montrer que ¢ = 1 est 'unique point fixe de g.
Correction : @ Tout d’abord on vérifie que 1 est un point de g :

I=y9(1) < f(1) = flg(1) =1,

Il suffit de vérifier que 1 est un point fixe de f: f(1) = =2 = 1.
e On montre I'unicité par 'absurde. Soit ¢ # 1 un autre point fixe de g. Alors, g(¢) = ¢
et

N =

1
9(0) =g =01 <5l -1]=1<

ce qui est abusrde. Donc 1 est le seul point fixe de f.

(c) Démontrer que la suite (u,) définie par u,.1 = g(u,) et ug € IR converge vers 1.
Correction :
(i) étape 1 : on pose I = iy et 2/ = ( dans 2.(a) et on obtient |g(u,) — g(1)| =
’un+1 - 1| < §|un - 1‘

(ii) étape 2 : On montre par récurrence que Vn € IN, |u, — 1] < (5)"uo — 1.
Initialisation & n = 0 : on a |ug — 1| = (5)°|up — 1|, I'égalité entraine I'inégalité.
Hérédité : Soit n > 0, tel que |u, — 1| < (3)"|up — 1|. D’apres I'étape 1 on a

o =1 < Wl =11 = = 1< () % (3o = 1] = (3o — 1]

La proposition est vraie au rang n + 1.

(iif) étape 3 : La suite de terme général (5)"|uo — 1| est une suite géométrique de raison
0 < K = (3) <1 donc elle converge vers 0. D’aprés le corollaire 1 du théoréme des

gendarmes, la suite u, —1 — 0. De fagon équivalente, u,, — 1.
n—oo n—oo



