Final MT90 - A2014-A2016

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1 - CHANGER DE COPIE
1. Soient a, b € R avec a < b et f:[a;b] — [a;b] une fonction.
On suppose qu'il existe A €]0; 1] tel que V(z;y) € [a;b]?, |f(x) — f(y)| < Az — y|. (%)
(a) Soit xg € [a;b]. Rappeler la définition avec des quantificateurs de « f est continue en xq ».
(b) Utiliser la définition pour montrer que f est continue sur [a;b].
(¢) Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution dans [a;b].

2. Soit f une fonction vérifiant les hypothéses de la question précédente et ¢ son point fixe.
Unt1 = f(un)
up € asb].

(a) Montrer que tous les termes de la suite sont bien définis.
(b) Montrer que Vn € IN, |upy1 — €] < A|uy, — £ .

(c) Montrer que Vn € IN |, |u, — €| < XN*|ug — 4] .
)
)
)

On considére la suite récurrente (u,) définie par {

(d) En déduire si la suite (u,,) converge et, si oui, donner sa limite.
3. (a) Montrer que ¢ est aussi I'unique point fixe de f o f.

(b) Nous avons alors les deux propositions suivantes :

(H1) Ve ela,l[, fof(xr)—ax>0etVxell,b], fof(r)—x<0

(H2) Ve €la,l], fof(x)—x<0etVrell,b, fof(z)—xz>0

Parmi les propositions (H1) et (H2), laquelle est fausse 7 Justifier votre réponse.
(c) On suppose que f est strictement décroissante et a < ug < £. On définit les suites (vy) et
(wy,), pour n € IN, telles que vy = ug, wo = u1, V1 = f o f(vn) et wpp1 = fo fwy).
i. Montrer que Vn € N, a <wv, < /fet £ <w, <b.
ii. Montrer que Vn € IN, v, = uoy, et wy = Uspn41-

iii. Montrer que les suites (vy,) et (w,) sont adjacentes.

Exercice 3 - CHANGER DE COPIE
1. (a) Montrer que la fonction f définie sur | — 1;1[ par

1
i 0
f(x) =< Inlz| sz 7
0 siz =0
est continue en 0.
1

(b) Montrer, a 'aide des suites, que la fonction g définie sur | — 1; 1[\{0} par g(z) = ]
xln|x

n’admet pas de limite en 0.



(¢) En déduire que la fonction f n’est pas dérivable en 0.

2. Soit h la fonction définie par

h: ]—1;1[\{0} — R
. sin(z)
In|z|

(a) Montrer que h est prolongeable par continuité en 0 en une fonction h qu’on précisera.
(b) Montrer que la fonction A est dérivable en 0, puis préciser la valeur de 7/(0).

) Justifier que h est dérivable sur ] — 1;1[ puis calculer A/ (x).

)

(c

(d) La fonction &’ est-elle continue en 07 Justifer votre réponse.



