Final MT90 - A2014/A2016 -
Corrigé

Exercice 1

1. Soient a, b € R avec a < b et f:[a;b] — [a;b] une fonction.
On suppose qu'il existe A €]0; 1 tel que V(x;y) € [a;b]?,|f(z) — f(¥)] < Az — y|- (%)
(a) Soit xg € [a;b]. Rappeler la définition avec des quantificateurs de « f est continue en xg ».
Correction : Ve > 0,3n > 0,Vz € [a;b], (|x —zo| <n = |f(x) — f(zo)| <e) .
(b) Utiliser la définition pour montrer que f est continue sur [a;b].
Correction : On doit montrer que f est continue en tout point zg € [a;b].
Soit zg € [a;b]. On a

V5>O,E|77:§>07Vx€[a;b],(\a:—x(ﬂ<77:>\f(x)—f(x0)|§>\|x—xo|<)\x§:5>.

(¢) Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution dans [a;b].
Correction : Tout d’abord, on montre que I’équation admet au moins une solution dans
[a;b]. Ensuite on montre ['unicité de cette solution par I’absurde.
e On pose g(x) = f(z) —x. La fonction g est définie et continue sur [a;b]. Par hypothese,
Vz € [a;b] ,a < f(x) <b. En particulier, on a a < f(a) et f(b) <b ce qui se traduit par
g(a) > 0 et g(b) < 0. On distingue les trois cas suivants :
(1) si g(a) = 0 alors x = a est solution de I'équation f(z)=x ;
(ii) si g(b) = 0 alors x = b est solution de I’équation f(z) = = ;
(iii) si g(a) < 0 < g(b), alors d’apres le T.V.I. 3¢ €la;b[,g(c) =0 < f(c) =c.
e Soient deux nombres réels (x1,22) € [a;b]? tels que f(x1) = 1 et f(xe) = z2. Ceci
entraine |f(z1) — f(z2)| = |x1 — z2|. On suppose x; # 3 .
Par hypothése sur f on a |f(x1)— f(z2)| = |21 — 22| < Az1—22] = 1 < \. Ceci contredit
I’hypothése sur A donc z1 = xs.

2. Soit f une fonction vérifiant les hypothéses de la question précédente et £ son point fixe.
On considére la suite récurrente (u,) définie par { Un1 = f(tn)
ug € [a;b].
(a) Montrer que tous les termes de la suite sont bien définis.
Correction : Il faut vérifier, par récurrence sur n, que ¥n € IN,u,, € [a;].
e Initialisation : pour n = 0, on a bien ug € [a;b]. Il n’y a rien a démontrer.
e Hypothéese de récurrence : u, € [a;b].
e Hérédité : On doit montrer que u,41 € [a;b)].
On a up41 = f(up) . L’hypothese de récurrence et 'inclusion f([a;b]) C [a;b] entrainent
Uny1 € [a;0].
e Conclusion : Vn € N, u,, € [a;b].
(b) Montrer que Vn € N, |upy1 — €] < A|uy, — 4] .
Correction : Précisons que f(¢) = £. On utilise (k).
OnaVn e N, |uppr — 4 = |f(un) — fFO)| < Nuy, — £].
(c) Montrer que Vn € IN | |u, — €| < AN*|ug — 4] .
Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.
e Initialisation : pour n = 0, on a |ug — £| = A\°|ug — £|. L’égalité entraine I'inégalité.



e Hypothese de récurrence : |u, — €] < A\"|ug — 4] .
e Heérédité : On doit montrer que |u, 1 — €] < A" ug —£] .
D’apres la question précédente on a

[tns1 — €] < Mup — £ .
Maintenant on utilise 'hypothése de récurrence pour obtenir
[Up1 — O] < XX A ug — €] = A" Hug — £ .

e Conclusion : Vn € IN | |uy, — €] < A™|ug — 4| .
(d) En déduire si la suite (u,) converge et, si oui, donner sa limite.

Correction : La suite (uy) converge vers £. En effet, puisque 0 < A < 1 on a \" _Jr 0
n—-+0oo

et le terme |ug — ¢| est constant. D’apres les théorémes de comparaison des suites, on en
déduit que
lim |u, —¢=0< lim u,—¢=0< lim u,="~¢.

n—+400 n—-4o0o n—-4o00

3. (a) Montrer que ¢ est aussi I'unique point fixe de f o f.
Correction : e Tout d’abord on remarque que f({) =0 = fo f(0) = f(f(¥)) = f(£) =4
donc ¢ est un point fixe de f o f.
e De plus, étant donné (x,y) € [a,b], on a

[fo fx) = fo f)l=1f(f(@) = f(f(y) < K|f(x) = f(y)| < K|z —y]| .

Donc f o f est Lipschitzienne de rapport 0 < K? < 1. D’aprés le raisonnement effectué
a la question 1.c., le point fixe de f o f est unique.

(b) Nous avons alors les deux propositions suivantes :

(H1) Ve ela, l[, fof(r)—x>0etVxell,b], fof(zr)—x<0

(H2) Ve €la,l], fof(x)—x<0etVrell,b], fof(zx)—xz>0

Parmi les propositions (H1) et (H2), laquelle est fausse ? Justifier votre réponse.
Correction : La proposition H2 est fausse car elle contredit le fait que Imf o f C [a, ]
qui entraine :

fofla)>aet fof(b)<b.

(c) On suppose que f est strictement décroissante et a < ug < £. On définit les suites (vy) et
(wy,), pour n € IN, telles que vy = ug, wo = U1, V1 = f o f(vn) et wpp1 = f o fwy).
i. Montrer que Vn € N,a < v, <l et £ < w, <b.
Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.
e Initialisation : pour n = 0, on a par hypothése a < vy = ug < £. De plus, wg =
up = f(ug) et f est strictement décroissante donc uy < ¢ = wy = f(ug) > £. Comme
Imf C [a,b] on obtient wy = f(ug) < b.
e Hypotheése de récurrence : a < v, <fetl <w, <bH.
e Hérédité : On doit montrer que a < vy < et £ < wpyp < b
On précise que

f strictement décroissante = f o f strictement croissante.



On obtient immeédiatement

a<v,<l= fofla)<fof(oy) <fof(l)=14
= a<vpp1 <lcara< fof(a)et vy =fof(u,),

C<wp <b=1{l=fof(l)<fof(wy) < fof(b)=1¢
=l <wpy1 <bcear fo f(b) <bet wyr1 = foflwy,).
e Conclusion : Vn e N, a <v, </flet L <w, <b.
ii. Montrer que Vn € IN, v, = uay, €t wy = Uopn41-
Correction : On raisonne par récurrence sur n € IN.
e Initialisation : pour n = 0, on a wg, = wug et par hypothése vg = wug. De plus,
Uop11 = w1 et par hypothése wg = uy. Les deux égalités sont vérifiées
e Hypothése de récurrence : v, = ug, et wy, = ugpy1 -
e Hérédité : On doit montrer que vy 11 = Uopt2 €t Wyl = Uonts
On obtient immeédiatement

Unt1 = fo flvn) = fo fluzm) = fluant1) = uznt2 ,

et
Wny1 = fo f(wn) = foflugmsr) = f(umia) = uanis -
Conclusion : Vn € IN | v,, = ugy, et wy = ugn41 -
iii. Montrer que les suites (vy,) et (w,) sont adjacentes.
Correction : @ On utilise la proposition (H1) pour montrer que (v,) est croissante et
(wy,) est décroissante.
e D’aprés i., on a Vn € IN, v, < w,.

e D’aprés 2.c.,upy, — L=>v,=usyy — Letw,=umpms1 — L.
n—+4o00 n—-4o00 n—4o00

Conclusion :Les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.

Exercice 3

1. (a) Montrer que la fonction f définie sur | — 1;1[ par

f(a’j) = ln ’.T‘ L #
0 siz=0

est continue en 0.
Correction : On montre que les limites de la fonction f & droite et & gauche de 0 sont

égales a f(0) = 0.
e Pour x > 0, on a f(z) = ——. On utilise le résultat connu lim In(x) = —oco. D’apres
In(x) a—0+

z—0+

1
les opérations sur les limites on a lim f(z) = <> =0.

.On a lim —z = 0". Par composition de limite, on

e Pour z < 0, onaf(x)zln( p L
_ 0

obtient lim f(x)=0.
z—0—
1

x1n |z

(b) Montrer, a l’aide des suites, que la fonction g définie sur | — 1; 1[\{0} par g(x) =

n’admet pas de limite en 0.



Correction : Prenons la suite (x,) définie pour n € N, n > 2 par x,, = —
1 n
Onax, — 0OetVn>2,z, €] —1;1\{0} . On calcule g(x,) = = —
" o = n €] [\{0} 9(xn) %ln% In(n)
. D’aprés le théoréme des croissances comparées des fonctions usuelles a l'infini, on a

g(xy) ST OO En d’autres termes, la suite (g(zy)) diverge. On en déduit que la

fonction g n’admet pas de limite en 0.

Un autre choix possible est la suite x,, = e™" pour n € IN* . On obtient g(z,) =
e’ﬂ
-= — o).
n n—+oo
(c) En déduire que la fonction f n’est pas dérivable en 0.
Correction : On étudie I’existence d’une limite finie du taux de variation (T.V.) de f en
0

P.ourx €]—1;1[\{0} on a

f(z) = £(0) 1

r—0  xhlz’

D’apres la question 1. b), le T.V. de f en 0 n’admet pas de limite finie quand z tend
vers 0 donc f n’est pas dérivable en 0.

2. Soit h la fonction définie par

h: 1-1;1\{0} - R

. sin(x)

In|z|

(a) Montrer que h est prolongeable par continuité en 0 en une fonction h qu’on précisera.

Correction : On remarque que Vx €| — 1;1[\{0} , h(z) = sin(z) f(x) . La fonction h est
donc le produit d’une fonction bornée (sinus) et d’une fonction qui tend vers 0 quand z
tend vers 0. Par conséquent hH(l) h(z) = 0.

T—

(On peut aussi utiliser la continuité de sin et f).

On en déduit que la fonction h est prolongeable par continuité en 0 en la fonction h
deéfinie sur | — 1;1[ par

7oy [ fl@) siwe]—151[\{0}
M@_{ 0 siz=0.

(b) Montrer que la fonction A est dérivable en 0, puis préciser la valeur de 7/(0).

Correction : On étudie existence d’une limite finie du T.V. de h en 0.
Pour z € | —1; 1[\{0} on a

h(x) —h(0)  sin(z)  sin(z) " 1

r—0  xhnjz] = In|z|

sin(z)

D’aprés le cours, on sait que —6 1 et d’aprés la question 1. a) on sait que
rT—r

. . . . . h(z) = R(0
—— — 0. D’apres les opérations sur les limites finies on en déduit que lim M =
In ‘(L" z—0 z—0 z—0

0. La fonction h est dérivable en 0 et h/(0) = 0.

x



(c) Justifier que h est dérivable sur | — 1;1[ puis calculer A/ (x).
Correction : Les fonctions z — sinx et x — |z| sont dérivables sur | —1;1[\{0}. La fonc-
tion In est dérivable sur ]0; 1] et ne s’annule pas sur cet intervalle. D’aprés les opérations
sur les fonctions dérivées, on en déduit que h est dérivable sur | — 1;1[\{0}. On vient de
montrer que h est également dérivable en 0 donc h est dérivable sur ]—1;1]et on a

cos(z) sin(z)

Vo €] = 1;1\{0} , W'(z) = Infz|  z(nfzf)?’

(d) La fonction &’ est-elle continue en 07 Justifer votre réponse.
Correction : La réponse est oui. On doit montrer que 1irrb W (z) = W (0) . On écrit
T—r

- sin(x)

h'(z) = cos(z) x f(x) —

x (f(2))* .

X

sin(z)

On utilise les limites suivantes : cos(z) — 1, f(z) — Oet — 1 pour en déduire
z—0 z—0 z—0

que lin% W (xz) =0=Hh(0) et b est continue en 0.
T—



