Final MT90/MA90 - P2018

Aucun document ni calculatrice n’est autorisé.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations !

Les exercices 1 et 2 sont indépendants.

Baréme approximatif (6, 4, 5, 7).

Exercice 1 - CHANGER DE COPIE
Dans cet exercice, les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. (a) Soit f une fonction définie sur un intervalle Q2 et a € 2. Rappeler la définition avec quanti-
ficateurs de « f est continue en a ».

(b) Utiliser cette définition pour montrer que la fonction f définie sur IR par f(z) = V1 + a2
est continue en 0.
(Indication : on remarquera que f(x) —12>0.)

2. Soit £ € R et f la fonction définie sur | — 1, 4o00| par

In(1
(a) Montrer que lim In(1 +2) =1.

z—0 X
(b) Pour quelle valeur de ¢, la fonction f est-elle continue en 07
Dans toute la suite de l’exercice on choisit cette valeur de £.
(¢) Montrer que la fonction f est dérivable en 0, puis préciser la valeur de f/(0).

(d) Justifier que f est dérivable sur | — 1, +o0o[, puis montrer que pour = # 0 on a

sin 2x (sin )2

T In(l+z) (1+2)(n(l+ )2

f(x)

(e) La fonction f” est-elle continue sur | — 1, 4o00[? Justifier votre réponse.

Exercice 2 - CHANGER DE COPIE

Dans cet exercice, les parties I, IT et III sont indépendantes.

On définit la fonction f sur [0, n] par f(z) = /1 + cosz.
On admet que la fonction f est dérivable sur [0, 7] et que Vz € [0,7], f'(z) = —5f(7 — z).

Partie I - CHANGER DE COPIE

1. Quelle est la nature de Im f 7 (soyez le plus précis possible).
2. Déterminer Im f.

3. Déterminer K = max |f’(z)].
z€[0,7]



4. Montrer que la fonction f est bijective de [0, 7] vers Im f.
On ne demande pas de déterminer ’expression algébrique de f~1(x).

5. Sur quel intervalle la fonction f~! est-elle dérivable ?

6. Pour b = \/g, calculer f~1(b), puis (f~1)(b).

Partie II - CHANGER DE COPIE
On rappelle que, pour n € IN, la notation f (n) désigne la dérivée n-iéme de la fonction f et f 0) = f.

1. (QUESTION BONUS) Montrer par récurrence sur n > 1 que, pour tout n € IN*, la fonction f
est (2n) fois dérivable et que pour tout x € [0, 7] on a

f(zn_l)(x) = 2(—%)"}“(77 —x) et f(2n) (z) = (_i)nf(x) :

2. Soit a € [0, 7]. Pour n € IN*, on définit la série

2n
Sn=1"(a)+ f"(@) + [P (a) + -+ FE V(@) + [ () = 3 P (a).

k=1

(a) Donner une condition nécessaire sur f(™(a) pour que la série S,, converge.

(b) Démontrer cette condition nécessaire.

(c) Montrer que

Sn=(2f(r —a)+ f(a) ) (="
k=1

(d) En déduire que la série S,, converge vers une limite & préciser.

Partie IIT - CHANGER DE COPIE

1. (a) Montrer que la fonction f admet au moins un point fixe £ € |0, [.
(Utiliser la fonction g définie par g(x) = f(x) — x.)

(b) En utilisant les variations de f, démontrer par 'absurde que f admet un unique point fixe.

On rappelle que le réel K est défini a la question Partie I - 3.
Dans la suite de l’exercice on admet que 0 < K < 1.

2. Soit (uy,) la suite récurrente définie par
{ uo € [0,7],
Unt1 = f(up), Vn € N .

(a) Justifier que la suite (uy,) est bien définie.
(b) Enoncer le théoréme des accroissements finis.
(¢) Montrer que

V(@,a') € [0,7]%, |f(2) - f(a')] < K|z — '] .
(d) Montrer, par récurrence sur n, que Vn € IN | |u,, — €| < K™|ug — £|.

(e) En déduire que la suite (u,) converge vers /.



