
Finaux MT91 - A2014/A2016

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est très importante, rédigez et justi�ez clairement vos réponses ou démonstrations !

Exercice 1 - A14

1. (a) À l'aide d'un changement de variable, montrer que∫
1

x2 − 2x+ 3
dx =

√
2

2
Arctan

(x− 1√
2

)
+ C , C ∈ IR .

(Indication : utiliser la forme canonique de f(x) = x2 − 2x+ 3 .)

(b) Déterminer la forme générale des primitives de la fonction g dé�nie par

g(x) =
x− 3

x2 − 2x+ 3
.

(Indication : déterminer deux nombres réels α et β tels que x− 3 = αf ′(x) + β .)

2. Soit F (x) =
x3 − x2 + x− 3

(x+ 1)(x2 − 2x+ 3)
.

(a) Décomposer la fraction F en éléments simples dans IR(X).

(b) En déduire que la forme générale des primitives de F est

H(x) = x− ln |x+ 1|+ ln
√

x2 − 2x+ 3−
√
2Arctan

(x− 1√
2

)
+ C , C ∈ IR .

3. Soit I un intervalle de IR. On considère l'équation di�érentielle linéaire du 1er ordre suivante

(E0) y′(x) = a(x)y(x) + b(x) , x ∈ I ,

où a et b sont deux fonctions dé�nies et continues sur I.

(a) Démontrer que la forme générale des solutions de l'équation homogène associée à (E0) est
yh(x) = C exp(A(x)) où C est une constante réelle et A est une fonction à préciser.

(b) Pour tout x ∈ I, on pose yp(x) = φ(x) exp(A(x)) où φ est une fonction dérivable sur I.
Démontrer que :

yp est une solution particulière de (E0) ⇐⇒ φ(x) =

∫
b(x) exp(−A(x)) dx .

4. Soit I = ]− 1 ;+∞[ . On considère l'équation di�érentielle suivante

(E1) y′(x)− 1

x+ 1
y(x) =

x3 − x2 + x− 3

x2 − 2x+ 3
, x ∈ I .

(a) Donner la forme générale des solutions de l'équation homogène associée à (E1).
(Penser à simpli�er l'expression de yh).

(b) Déterminer une solution particulière de (E1).

(c) En déduire la forme générale des solutions de (E1).



Exercice 1 - A15

1. À l'aide d'un changement de variable, calculer

F (x) =

∫ x

1

1

t2 − 2t+ 4
dt .

(Indication : utiliser la forme canonique de t2 − 2t+ 4 .)

2. Soit g la fonction dé�nie sur ]− 2 ;+∞[ par

g(x) =
18− 3x

(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)
.

(a) Décomposer la fraction g en éléments simples dans IR(X).

(b) En déduire qu'une primitive de g est, à une constante réelle près,

G(x) = 2 ln(x+ 2)− ln(x2 − 2x+ 4) +
√
3Arctan

(x− 1√
3

)
.

(c) Déterminer le développement limité à l'ordre 1 au voisinage de x = 1 de la fonction G.

3. Soit I = ]0 ;π[ . On considère l'équation di�érentielle suivante

y′(x) +
cosx

sinx
y(x) = g(cosx) , x ∈ I .

(a) Donner la forme générale des solutions yh de l'équation homogène associée à (E1).
(Penser à simpli�er l'expression de yh).

(b) On cherche une solution particulière yp de (E1) de la forme yp(x) =
φ(x)

sinx
.

Montrer que
φ′(x) = g(cosx) sinx .

(c) En déduire une solution particulière de (E1).

(d) Donner la forme générale des solutions de (E1).

(e) Déterminer l'unique solution y de (E1) prolongeable par continuité en x = 0.
Donner ce prolongement.

Exercice 2 - A15

Pour tout entier n, on pose In =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx et Jn =

∫ 1

0
xn dx.

1. Justi�er l'existence de In et Jn pour tout entier naturel n.

2. Montrer que 0 ≤ In ≤ Jn pour tout n ∈ IN.

3. Montrer que la suite In converge vers 0.

4. Montrer, par une intégration par partie, que

In =
1

2(n+ 1)
+

1

n+ 1

∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2
dx

5. En déduire que lim
n→+∞

2nIn = 1. (Remarque : on dit que In est équivalent à
1

2n
.)



Exercice 1 - A16

Partie I

1. Soit F la fraction rationnelle dé�nie sur ]− 1 , 0] par F (x) =
9

(1 + x)(1− 2x)2
.

(a) Décomposer la fraction F en éléments simples dans IR(X).

(b) En déduire qu'une primitive de F est, à une constante réelle près,

G(x) = ln

(
1 + x

1− 2x

)
+

3

1− 2x
.

2. (a) Linéariser cos3 x.

(b) En déduire que 1+cos 3x = P (cosx), où le polynôme P est dé�ni par P (x) = (1+x)(1−2x)2.

(c) À l'aide du changement de variable u = cos t, calculer

φ(x) =

∫ x

π
2

sin t

1 + cos 3t
dt , x ∈

[π
2
, π

[
.

Partie II

Soit I = [π2 , π[. On considère l'équation di�érentielle suivante

(E1) y′(x) +
3 sin 3x

1 + cos 3x
y(x) = sinx , x ∈ I .

1. Donner la forme générale des solutions yh de l'équation homogène associée à (E1).
(Penser à simpli�er l'expression de yh).

2. En utilisant la méthode de la variation de la constante, déterminer une solution particulière yp
de (E1).

3. En déduire que la forme générale des solutions de (E1) est

y(x) = (1 + cos 3x)

(
−1

9
G(cosx) + C

)
, C ∈ IR .

4. Déterminer l'unique solution y de (E1) qui soit un in�niment petit au voisinage de π
2 . Préciser

sa partie principale.


