Final MT91/MA91 - P2018

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 6) CHANGER DE COPIE
Soit A € R\{1}. On considére 'équation différentielle linéaire du second ordre
(1—=MNy" + X/ —y =8(sinz)(cosz)?, zelR. (E1)

1. (a) Donner la forme générale des solutions de 1’équation homogéne associée a (Ep) en fonction
du paramétre \.

(b) On suppose que y; est une solution particuliére de
Q=N+ Xy —y =bi(z)
et que yo est une solution particuliére de
(1=Ny" + Xy —y =ba() .
Montrer que y, = y1 + y2 est une solution particuliére de (E1) si et seulement si
bi(x) + by(z) = 8(sinz)(cos z)>.

2. A T’aide des formules d’Euler, montrer que

) _ sin(3z) | sin(x)
(sinz)(cosz)? = 4 + 1

3. Dans cette question on suppose que A = 0.
(a) Montrer que la forme générale des solutions de I’équation (E1) est

y(z) = Cre* + Coe™™ — %sin(3w) —sin(z), C1,Cs € R.

(b) Déterminer les constantes de sorte que la solution soit un infiniment petit au voisinage de 0
d’ordre le plus élevé possible. Préciser sa partie principale.

Exercice 2 (Baréme approximatif : 7 points) CHANGER DE COPIE

1. Déterminer les solutions complexes § = a + ib, avec a,b € R, de §% = —3 + 4i.

2. Soit P € C[X] défini par P(z) = (1 +i)x? — 3z + (1 — 2i). Déterminer les racines de P.
(Mettre les résultats sous la forme o + i3, avec a, 5 € R).

3. On note P le polynéme conjugué de P et on pose Q(x) = P(z)P(z). Montrer que @ € R[X].

4. Donner la factorisation en produit de facteurs irréductibles de @ dans C[X].

(Indication : ne pas oublier le coefficient dominant a,.)

5. En déduire la factorisation en produit de facteurs irréductibles de @ dans R[X].
15
(222 — 6z 4+ 5) (22 + 1)

6. Effectuer la décomposition en éléments simples de dans R(X).



Exercice 3 (Baréme approximatif : 9 points) - CHANGER DE COPIE

Partie 1

x
1
Pour n € IN*, on pose pour z € R, F,,(z) = /3 mdt et Ip= IET_EOO Fo(z) .

1. (a) A l'aide d'un changement de variable, déterminer I’expression algébrique de F(x).
(Indication : utiliser la forme canonique de t> — 6t 4+ 13 .)

(b) En déduire la valeur de I;.

2. (a) Soit n > 1. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que

/ff (t —3)2 1 (x —3) 1
3 (

- = Fy(z) .
12— 6t + 13)nT1 @ —6z 13 T antn®

(Indiquez clairement vos choiz pour les fonctions u et v’ dans lintégration par parties.)
(b) En déduire que
1 (x —3) 2n—1
~ 2n (22 — 62+ 13)" 2n

4F41() Fy(x)

3. Montrer que, pour tout n > 1, ona 0 < I,,41 < %In.

4. Etudier la convergence de la suite (I,,), en précisant sa limite si elle existe.

Partie II
On considére le probléme de Cauchy suivant :
(22 =62 +13)y —(2r—6)y=1, z€RR. (Es)
{ y(3) =1.

1. Donner la forme générale des solutions y;, de I’équation homogeéne associée a (Es).
(Penser a simplifier 'expression de yp, ).

2. En faisant varier la constante, montrer qu’une solution particuliére de (F3) est
yp(2) = (2 — 62 + 13) Fa(x) .
3. En déduire 'unique solution y, du probléme de Cauchy.

4. Calculer lim y(z).
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