Médian MT91 - A2014 - Corrigé

Exercice 1

1. (a) Montrer que g(u) = v/1 + u admet un développement de Taylor-Young & 'ordre 2 au
voisinage de 0 et le calculer.

Correction : La fonction g est deux fois continiment dérivable au voisinage de 0,
elle admet donc un développement de Taylor-Young. On calcule les dérivées de g :
g(u) = (1+u)/2, g'(u) = J(1+u)"V2, ¢"(u) = L (14+u)~3/2, d’olt le développement

2
\/1+u:1+g—%+u25(u).

ou ¢ est une fonction telle que linb e(u) = 0.
uU—

(b) En déduire le développement limité de \/4 + y + y? & l'ordre 2 au voisinage de 0.

Correction :

2
VaityTy = i+ ie L
1

(c) Soit la fonction f(z) = vV4x? +x + 1.

f (fv)

i. Ecrire le développement limité de au voisinage de +oo.

[4a:? 1 /
Correction : On écrit L + Tt 4 + —|— .

/() =+4+y+y?et hm y = 0. D’apres la question
x

1 15 1 1
précédente on a 1) =2+ —+ + —¢ <> .
x

On pose y = =. Dans ce cas

4 6422 227 \z

ii. Etudier la branche infinie de f lorsque x tend vers +oo.
On précisera ’équation de 'asymptote et la position de la courbe par rapport a
cette asymptote.



Correction : Ona lim 422+ 2+1=+4occet lim +X = +oo donc par compo-

T—+00 X —+o0
sition de limites on a lim f(z) = 400
r—r+00
x
D’apres la question précédente lim M = 2 # 0 donc la courbe représentative

r—4oco I
de f admet une asymptote oblique en +o0o et au voisinage de +o00 on a

1 15 1 1
:2 _— — _— p— .
f(z) x+4+64x+x€<x>

1
L’équation de 'asymptote est donc y = 2x + 1
Pour obtenir la position de cette asymptote par rapport a la courbe représentative

de f on étudie le signe de PP au voisinage de +oo. Ici, la courbe est au-dessus de
I’asymptote.
2. (a) Soit la fonction fi(x) = tanz, écrire le développement de Taylor-Young de f; a l'ordre
2 au voisinage de 7.
Correction : La fonction f; est deux fois continiiment dérivable au voisinage de 0,
elle admet donc un développement de Taylor-Young. On calcule les dérivées de f7 :
fi(@) =1+tan?z et f](z) = 2tanz(1 + tan?z) , d’ou le développement

fi(E +h) =14 2h+2h* + h?(h) .

b) A quelle condition sur zg la fonction ¢(z) = 1 admet-elle un développement de
L T

Taylor-Young, a l'ordre 2, au voisinage de xg ? Déterminer alors ce développement.
Correction : La fonction ¢ admet un développement de Taylor-Young a l'ordre 2 en

tout point zg # 0 (elle sera alors deux fois continiiment dérivable).

On calcule les dérivées de ¢ : p(z) =271, ¢(x) = —272,¢'(z) =223, et on a
1 h  h?
o(xo+ h) :———2+f3+h2€(h).

(¢) Soit la fonction fo définie par
1
2() = ————.
f2(x) V2cosx + 1
Utiliser la question précédente pour obtenir le développement limité de fo a l'ordre 2
au voisinage de 7.
Correction : On pose 1(z) = v/2cosz + 1. La fonction 9 est deux fois continiiment

dérivable donc elle admet un développement de Taylor-Young en 7. On calcule ses
dérivées ou on calcule le développement de cosz au voisinage de 7 :

cos(f +h) = ¥ — W2 — B 2h%e(h). Dot

2
w(§+h):2—h—%+h25(h).

Comme (%) = 2, on prend zo = 2 pour le développement de ¢ et la fonction
Ja2 = @ o1 admet le développement limité au voisinage de 7 suivant :

1 h2\ 1 h2\?

h
+— + — + h%(h) .

f(f+h) =

N = N



(d) Soit la fonction f définie par
f(@) = fi(@) f2(=),

calculer le développement limité de f a l'ordre 2 au voisinage de 7.
Correction : On effectue le produit des parties régulieres des développements de f;
et de fo, d’ou

1 h R
f(E+h) = (1+2h+2h7) <2+4+4>+h25(h)
1 5h ThT

(e) Retrouver le résultat de la question précédente en effectuant une division suivant les

puissantes croissantes.
Correction : On effectue la division suivant les puissances croissantes de la partie

réguliere de f1 par celle de 9 (puisque fo = 1/9) :

2 2
1 + 2n + 2k 2—h—h—
2
LoBho s
2 4
1 5h  Th?
ur? | 3T T
o

1 5h Th?
On obtient & nouveau f(x) = 5 + T + - 7 h%e(h).
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Médian MT91 - A2016 - Correction

Exercice 1

1.

(a)

()

Justifier 'utilisation de la formule de Taylor-Young, et I’écrire, pour obtenir un développement
limité & l'ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction g(z) = In(1 + z).

Correction : La fonction g est 3 fois continument dérivable au voisinage de 0, donc on peut
appliquer Taylor-Young :

g//(o) 9 g///(o)

_ / 3 3 ; _
g(x) = ¢(0)+g(0)x + g Tt Tt e(x) avec H%a(x)_o
T B
= x_?+§+x 8(1‘)

Montrer que le développement limité a ’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction
fi(z) =In(1 +1In(1 + z)) est

7
_ .2, .t 3 3 : _
filz) =2 —2*+ i + z’e(x) avec ilr%a(x) =0.

Correction : fi(x) = g o g(x).
D’apres le résultat de la question 1, en particulier ’absence de terme constant, on peut composer
le d.1. de g au voisinage de 0 avec le d.l. de g au voisinage de 0, d’ot1 :

$2 {L‘3 ? ZL‘2 l’?’ ’
T = Tr— — — | —

3
5+ 3 5 + 3 + z%(x)
2 2 2?2 a3 B N
_ = - o= - - /
DA T T N S )
7
flz) = z—2’4 23 +2%(x) avec lime'(z)=0
6 x—0

On considere a présent la fonction

o) = 1y

i. Calculer le développement limité a I'ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction fo(z) en utilisant
la multiplication des développements limités.

Correction : )
=1—a2+42%—2°+2%(x) avec lime(x)=0
1+ z—0
d’ou
7
fo(x) = <:c — 2+ 6903) (1—z4 2% —23) + 23/ (2)

7
= g—al+2d -2+ 23 4+ 61’3 + 23" (2)

19
= r—22%+ gl‘g + 23" (2)



ii. Retrouver ce résultat en faisant une division suivant les puissances croissantes.

Correction :
- 22 4 gx?’ 1+x
- x — a2
7 19
- 2% + Za® r— 222+ —a®
6 6
+ 222 4+ 223
19
7.3
6

2. (a) Soit a € IR, on définit f(z) = e".
Ecrire le développement limité, au voisinage de a, a U'ordre 3, de la fonction f.

2 3
Correction : e = ¢ [ 14 h + i + e +h3e(h) avec lime(h) = 0.
2 3! h—0
En effet, f(a) = f'(a) = f"(a) = f"(a) = €.
(b) On définit le polynéme p par p(z) = —1 4 6z — 222, Utiliser la formule de Taylor pour les

polynémes pour écrire p sous la forme :
p(z) = ag + ar(z — 1) + az(z — 1)%

On préciserera les valeurs de ag, oy et ag
Correction : D’apres la formule de Taylor pour les polynomes,

p/l(l)
2
car p(1) =3, p'(z) =6 — 4z, p'(1) =2, p'(x) = —4, p"(1) = 2.
(¢) On définit la fonction p(x) = eP(®) | Utiliser ce qui préceéde pour montrer que le développement
limité, au voisinage de xzg = 1, a Uordre 3, de la fonction ¢, est :

p(z) =p(1) +p' (1)(z—1) + (2 —1)* donc p(z) = 3 +2(z — 1) — 2(z — 1)°

o(z) =€ <1 +2(x—1)— %(m - 1)3> + (z —1)%(z —1) avec lim1 e(x—1)=0.

T—

Correction : Pour simplifier les calculs, on va poser x = 1 + u.
D’apres la question précédente, on obtient alors p(1 4+ u) = 3 + 2u — 2u? = 3 + P(u).

On doit donc écrire un développement limité de f au voisinage de a = 3 :
2 3

Bt — 314+ % 4 f;) + h3e(h) = Q(h) + h3e(h).

On peut donc calculer Q(P(u)) en supprimant les termes de degré > 3 :
(2u — 2u?)? N (2u — 2u?)3
2 6

42_83 83
1+(2u72u2)+%+% + ue (u)

e(1+u) = |14 (2u—2u?) +

) + ue(u)

= 63

= 63
u—0

/N T N N

8u? 3/ s
1—|—2u—? +wu’e’(u) avec lime'(u) =0
ou encore

o(x) = e (1 +2(x—1)— g(a: — 1)3> +(z—1)3(x—1) avec lime'(z—1)=0.

r—1



(d) Soit C la courbe d’équation y = ¢(z). On note My le point d’abcisse xo = 1.
i. Quelle est I’équation y = t(z) de la tangente & C en My ?
Correction : D’apres la question précédente, on trouve t(x) = e3(1 + 2(z — 1)).
ii. Pour x proche de de zg, quel est le signe de p(z) — t(x)?
Correction : p(z) — t(z) = (z — 1)3 <—§e?’ +é'(z — 1)) .
—263 < 0 donc, pour x proche de de xyp = 1, la parenthese est négative.

o(z) — t(z) est donc négatif pour x > 1 et positif pour z < 1.
iii. En déduire la position de la courbe par rapport a la tangente.

Correction : La courbe est au-dessus de la tangente puis en dessous de la tangente : il s’agit
d’un point d’inflexion.





