Médian MT91/MA91 - P2020

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 5) CHANGER DE COPIE
1. Soit @ € R et p(z) =2 — az + 3.

(a) A l'aide de la formule de Taylor, déterminer les réels ag, a1, az et ag tels que
p(z) = ap+ a1(z — 1) + az(z — 1)? + az(z — 1)3.
Correction : On calcule les dérivées successives

p(x) = —a+32% p'(x) =62, p®(x)=6

(1 31
ao=p(1)=3-a, a=p(1)=3—a, a p(>:3, agzp ():1

Finalement,

px)=B-a)+B-a)(z—1)+3(z—1)2+ (z—1)3

(b) Pour quelle valeur de «, le polynéme p est-il un infiniment petit au voisinage de a = 1.
Correction : Le polynéme p est un infiniment petit au voisinage de a = 1 si

3—a=0 & a=3.
Dans ce cas le développement de Taylor est

p(z) =3(x —1)%+ (z — 1)%.

(¢) Dans ce cas, préciser sa partie principale et son ordre.
Correction : La partie principale est 3(z — 1)? d’ordre 2.

2. Soit f :]0,+oo[— IR la fonction définie par f(z) =1 — cos(2lnx).
(a) Déterminer le développement limité de f a 'ordre 3 au voisinage de a = 1.
Correction :
e DL de Inz a l'ordre 3 au voisinage de a =1 : on pose x =1+ h et
2 h3 3
o~ hzoh_5+§+h i), enh) 0

e On pose g(y) =1 —cos(2y). Onab=1In1=0. DL de gen b= 0 a l'ordre 3 :

(29)°

g(y)zl—[l— 5

] Pealy) = 20 + vPealy),



e Le DL de fena=1alordre 3 est :

fl@) = f+h) =2[h—2 £ B2 4 p3ey(n), ez(h) — 0

=1 h=0 h—0
= 2h% — 203 + h3e4(h), e4(h) — O
h~0 h—0
(b) Pour o = 3, déterminer la limite suivante lim pz)
z—1 f(@)

Correction : il 8’agit d’un quotient d’infiniments petits. On utilise les parties principales
du numeérateur et du dénominateur

p(z) . 3(x—-1)2 3

lim 2 = lim o = =

0 f(z) a2 12 2

Exercice 2 (Baréme approximatif : 6) CHANGER DE COPIE

. o e
1. Soit fi la fonction définie par fi(z) =2+ a;/o NieT dt.
(a) Préciser le domaine de définition D de la fonction f.
Correction : on cherche le domaine de définition de l'intégrande caractérisé par la condi-
tion
1+2t>0 & te]—i+o00)
De plus l'intégrande est continu sur D =| — %; +oo[ en tant que quotient et composée de
fonctions usuelles. Par conséquent, la fonction fq est définie sur D.

(b) Justifier 'existence du développement de Taylor-Young de f1 a Uordre 4 en tout point a € D.
Correction : L’intégrande est au moins de classe €2 sur D en tant que quotient et
composée de fonctions usuelles, par conséquent la fonction f; est au moins de classe €4
sur D. Dans ce cas, elle admet le développement suivant : pour tout a € D, il existe une
fonction ¢ telle que pour tout x € D,

F(@) = f(a)+f (@) (@—a)+ L8 (@ —a)>+ L0 (z—a)3 + L019 (2—a)* 4 (2 —a) e (2 —a),

avec e(z —a) — 0.
T—a

(¢) Montrer que le developpement limité de la fonction f; a U'ordre 4 au voisinage de a = 0 est
4
fi(z) =2+ 22 + = +2'e(x), avece(z) — 0.
3 z—0

Correction : Comme l'intégrale simple est multipliée par z, il suffit de chercher le DL de
Iintégrale & 'ordre 3. On commence alors & chercher le DL de l'intégrande & ordre 2 :

on écrit et t -3
NiesT =e (1+2t) 2
el=1+t+ % + e (t), e(t) 150 0
(14 h)_% =1—1n+2n%+ h%ey(h), e2(h) e 0
On pose h = 2t,

1
(1+20)72 =1—3(20) + §(20)" +7e3(t), es(t) = 0

=1 —t+ 32 4 12e5(1).

2



On obtient

et

s = [+t + 2] 5 [1—t 4 32] + 1224 (t)
— 1=t 432t — 2+ £ 4 2e5(t)
=1+t +t2%5().

On obtient

filz) =2+ :1:/ (14t + t%e5(t)) dt
0
1‘3
=24z <ZC + 5 + x3§5(:1:)>
1’4
=242+ 3T 2185 (z).

(d) En déduire que la fonction f; admet un extremum local en z, = 0.
Préciser s’il s’agit d’'un minimum ou d’un maximum local.

Correction : Par unicité du développement limité on a f/(0) = 0. Ensuite on étudie le
signe de f(z) — f(0) au voisinage de 0 :

4
filz) — f1(0) = 2* + % +zte(z) >0

Donc f1(0) = 2 est un minimum local au voisinage de 0.
2. Pour x > 0, on pose fa(z) = (1 — x)fl(%)

(a) Montrer que la courbe représentative de fa, notée ¢%,, admet une droite asymptote au
voisinage de 400 dont on précisera I’équation.
Correction : Le développement limité de fo au voisinage de +o0o est

_ 1 1 1 1
fale) = (1= ) (24 e + e + he(T)
=(1-2) 2+ +ze+20(), a@) =y 2. 0
= —2r+1+ 2 +15(1)
L’équation de 'asymptote est y = —2z + 1.

(b) Indiquer la position relative de la courbe €%, par rapport a son asymptote.
Correction : On pose d(x) = fa(x) — [-2z + 1]. Au voisinage de +00 on a

d(z) = 2 + 15(1) > 0

xT

La courbe est située au dessus de 'asymptote.



Exercice 3 (Baréme approximatif : 10) CHANGER DE COPIE

z—1

Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par f(z) = 1.
1. Déterminer les limites suivantes

lim f(z)=4¢; et lim f(z) = lo.

z—0+ z—1

Correction : La premiére limite n’est pas indéterminée

im 2120 927

z—0+ Inz —00

La seconde est du type (%) donc on utilise la partie principale de Inz au voisinage de 1 :

tim =1 = tim ”f—l):.

e—1- Inz as1- (x—1

On note f le prolongement par continuité de f sur lintervalle fermé borné [0, 1].
On admet que f est croissante.
2. Soit n € IN*. On pose h = % et x; = th, 1 =0,...,n. On définit u, et U, des fonctions étagées

sur [0, 1] par : .
un(x) = f(xi—1) sur [z, xip1], 1=0,...,n— 1

Un(z) = f(z;) sur |z, xip1], i =0,...,n— 1.

n—1

On pose Sn = # an:%ni'
(a) Montrer que
1 1 62
/ up(x)de =S5, et / Un(z)dz =S, + —.
0 0 n
Correction :
1 n—1 _ 1 n—1 1 _ i N
n(z)der = h x i) =— L on démarre la somme a7 =1 ca =0
/0 up(x) dx ; flaxy) n; s n démarr mme a i r f(zo)
B ln—l % B in—l n—i S
_n: lnz—lnn_n2: Ini —1Inn "
1 n—1 ~ n
/ un(e)de = 3 b x Flai) = S hx flas)
0 =0 =1
n—1
=Y hxfla:) + hx flun) =5+
=1

(b) Utiliser la définition avec quantificateurs pour montrer que f est intégrable sur [0,1].
Correction : La fonction f étant croissante on a

VneN*, Vi=0,...,n=1, Vzelr,zinl, un(z)=f(z:) < f(x) < fl@in) = Un(2).
Soit € > 0, on a

n 9

/1(Un($)_un($))d$=1<€ & n>1.
0

1
On pose N = E(1) + 1. On a bien / (Un(z) —un(z)) dz < e.
0

On a montré que f est intégrable sur [0, 1].



2

T
1
3. Soit F' la fonction définie sur [0, 1] par F(z) = / i dt pour = # 0 et F'(0) = 0.
. In

(a) Calculer F'(x) pour x € ]0,1].
Correction : On a

Flz) = 2z _L: 2z —izm_lzf(x).

Inz2 Inz 2lnz Inz Inz

(b) En déduire que F(x / f(t)dt.

Correction : Comme Yz € ]0,1[, F'(z) = f(z) on peut déduire que
Vzel0,1], F(z) = / f(z)dz+C  (deux primitives différent d’une constante).
0

Or, .
F(O)—Oet/f(a;)da:—o = C=0.
0

Vael0,1], /f

(c) A T'aide du second théoréme de la moyenne, montrer que pour tout = € ]0,1[, il existe
c €22, x], tel que

Dot I'égalité

2

F(ﬂc):c/: Lt

tlnt

Correction : On pose g1 (t) =t et ga(t) = 7~
Soit z € ]0, 1] alors J22, 2[C ]0, 1] et g1 et g2 ont continues sur ]2, z[. De plus g garde un
signe constant (strictement négatif) sur |z2, z[. D’aprés le second théoréme de la moyenne

2 2

x r 1
5 B _ -
de €]z, z[, F(x) _gl(C)/x 92(t)dt_6/$ tlntdt

2

1
(d) Montrer que / ot dt =1In2. (Indication : calculer la dérivée de In(—Int).)
. thn

Correction : Comme proposé en indication, on calcule

1
-7 1

“Int  tlnt

In(—1Int)] =

Par conséquent,
/j dt = [m(— ln(t))K
= In(—1In(z?)) — In(— In(z))
In(—21In(x)) — In(— In(x))
= In(2) 4+ In(—In(z)) — In(—In(z)) = In(2)

(e) Déterminer lim F(x).

rz—1



Correction : On a
Vaelo,1], Ic€|z? z], F(z) =cln2.

D’aprés le théoréme des gendarmes

P?<e<zr = ¢ — 1
rz—1

On en déduit que lim F(z) = In2.
z—1

4. Déduire des questions précédentes que la série S, converge et préciser sa limite.
Correction : On a montré que f est intégrable sur [0, 1].

1
D’apras les questions 3(b) et 3(e) on a / ft)dt =1In2.
0

1
Avec les notations du cours, sup A et inf B existent et sup A = inf B = / f(t)dt. Or, pour
0

tout n € IN*, on a

1 1
/ un(t)dt e A = / up(t)dt =S, <supA =1In2
0 0

et
1 1
1
/Un(t)dteB = /Un(t)dt—Sn+ZinfB—ln2.
0 0 n

On en déduit que
In2 — % <5, <In2.

Comme % — 0, d’aprés le théoréme des gendarmes S, converge et

n—-+00

lim S, =1n2.

n—-+o0o



