Corrigé du Final MT02-P24

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 - (Baréme approximatif : 8 points - Temps de composition : 40min )

1
t2—2t+5
Correction : On met le dénominateur sous forme canonique : t2—2t+5 = (t—1)*+4
puis on transforme la fonction g comme suit

1

) — 1 1 11
= ra—12 " 1 1+}L(t—1)2 47 14 (B

1. (a) Déterminer la forme générale des primitives de g définie sur IR par g(t) =

A T’aide du changement de variable u = =1, on obtient

1 1 1 1 —1
/g(t) dt = / 157 vy X2 du = §Arctanu+0 = §Arctan (tT) +C, CelR.

(b) On pose u(t) = t* — 2t + 5. Déterminer deux nombres réels a et 3 tels que

(t+2) (1)
—— =1 — t).
7o e TR
Correction : On trouve o = 3 et S = 5. POur ce faire on met le tout au méme
dénominateur :
t+2)2 =P 44t +4=1x (> =2t +5)+a(2t—2)+8
4 = —-24 2«
{4 — 5_9% 4+ a=3et f=4—-5+4+2a=0>.
(t+2)
(c) En déduire G(z / ——;t+5 dt.
Correction :
2t — 2 v
= 1dt+3 dt +5 t)dt
/ +/1t2—2t5+/19()
H +3[1 2t+5)] +5[ Arctan | 2= r
= n(t* — rctan
2 2 1
9 5 r—1
G(z)=(r—1)+3n(z —2x+5)—31n(4)+§Arctan — )



2. On considére I'équation différentielle suivante

4

E Ny +3y = —
(E) (z+2)y + 3y PR v

avec v € [ =]—2,400[.
(a) 1. Déterminer la forme générale des solutions de I'équation homogene associée a (E).
Correction : On isole 3/

3 4
/—_
v $+2y+(x+2)(x2—2x+5)'

On pose a(x) = —(mi et b(x) = m. Les fonctions a et b sont

continues sur /. On calcule une primitive arbitraire de a :

3 1
Alx) = | — dx = —31 2)=In|—=].
() / s 2 n(r+2) n{(:c+2)3}
La forme générale des solutions de I’équation homogéne est y,(z) = ﬁ

avec C' € IR pouvant étre choisi arbitrairement.

ii. A I'aide de la variation de la constante, déterminer une solution particuliére de (E).

‘P(I))S . On dérive

Correction : On pose y,(z) = s

N 1 3p(z)
yp(‘r) = (37) X (:C+2)3 o (:L'+2)4'

On remplace dans (F) pour obtenir

o) 1 3ory” 3 4

X — =
@ +27 _(i+2)! @+2°  (z+2)(®_2z15)
4(x 4 2)*
& (1) = ——"—.
V()= 5 o
Une solution particuliére est donc y,(x) = (Lﬁ—%)s
(b) En déduire I'unique solution de (E) satisfaisant y(1) = —2. Préciser la valeur de
y'(1).
Correction : La forme générale des solutions de (E) est y(x) = yn(z) + y,(x) =
%. La condition y(1) = —2 entraine C' = —18 car G(1) = 0. L'unique
solution est
4G(x) — 18
O T

On pose z = 1 dans (F) : On a3y (1)+3y(l)=1<4y/(1)=1



(c) On considére la fonction f définie sur I par f(z) =1 +/ y(t)dt. A l'aide d'une
1

intégration par partie, compléter les pointillés

9 —2G(x) N

J(@) = (x 4 2)?

Correction : On pose u/(z) = ﬁ et v(x) = 4G(z) — 18. On obtient u(z) =
2(x+2)2 et v'(x) = 4G (z).

~9-2G(x) ?2G (x) I_9—2G(x) “ 2 .
1@) =5 +/1 @2 mrope +/1 PN

flz) = 9(232 + Arctan (%51)

(d) Déterminer le développement limité de f(z) a 'ordre 2 au voisinage de a = 1.
Correction : On utilise la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 : f(z) = f(1) +
PO @=1)+E2 (21 (z-1)%e(z-1) = 1-3(@—1)+ (z—1)*+(z—1)%(z-1),
sachant que f'(z) = y(x) et f"(z) = ¢/(x).

(e) En déduire 'équation de la tangenta a € au point d’abscisse a = 1 ainsi que sa

position relative par rapport a €.

Correction : I’équation de la tangente est y = 1 — —( —-1) = % Puisqu’au
voisinage de a = 1, f(z) — (352) = 3 (v — 1) + (z — 1)%e(x — 1) > 0, la tangente
est située sous la courbe représentative de f.

Exercice 2 - (Baréme approximatif : 5 points - Temps de composition : 35 min)

1—-3z
Soit fi(z) = V4 — 3z définie pour x € [—% %] et fo(x) = [ définie pour = € RR.
1. A laide d’une division selon les puissances croissantes, déterminer le développement
limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de f.

Correction : fo(x) = 1 — 2z — 322 + 2%, (7).

1—a+ 22
1 - 3z
1 —2x—-3x
RO —2xr - .%'2 Qlo
——
R 322+ 223 @ ,
Q2
Rz —.%'3 + 31’4




2. A l’aide du changement de variable = 1 + h, montrer que le développement limité de
f1 au voisinage de 1 a 'ordre 2 est
fi(l+h)=1-3h—6h>+ h%(h),avec e(h) e 0.
_>
Correction : Aprés changement de variable on a fi;(1+h) = /1 — 6h — 3h%. On pose
x = —3h — 6h? dans le DL usuel de v/1 + 2 au voisinage de 0 :

1 1
fill4+h) =1+ §(—Gh — 3h%) — é(—6h — 3h%)% + h’ey(h)

=1-3h— ghQ — %fﬂ + h%ey(h)

=1-3h— gfﬂ — gfﬂ + h?ey(h)

=1—3h —6h* + h%e,(h)

3. En déduire que le développement limité de la composée f; o fo au voisinage de 0 & 'ordre
2 est
fio fo(x) =1+ 62 — 152 + 2%&(z), avec &(x) — 0.

z—0

Correction : On pose h = —2x — 322 dans le DL de f; :

fro falw) =1 = 3(=22 — 32%) — 6(~2x — 32°)° + 2°ex(w)
=1+ 62 + 92% — 242” + 2%e5(x)
=1+ 62 — 152% + 2°e3(7)

4. Soit a € IR un paramétre. Indiquer pour quelle valeur de « la fonction g définie au
voisinage de 0 par g(x) = fi 0 fo(z) —In(1+4 ax) admet-elle un extremum local en a = 07
Préciser sa nature.

Correction :

a’x?

In(1 + az) = ax — + 2%e4(7)

La fonction v admet un extremum local en @ = 0si v/(0) = 0 soit 6 —a =0 < o = 6.
Pour cette valeur de «, on a

a’x?

v(z) =1— 1522 + + 2?e5(x) = 1 + 327 + 2%e5(2)

On en déduit a = 0 réalise un minimum local.

Exercice 3 - (Baréme approximatif : 7 points - Temps de composition : 50 min )

T
On définit la suite de foncti n)n D =0, w(r) = ———.
n définit la suite de fonctions (f,,),>1 sur [0, +o0[ par f,(z) T ——

1 n 1 n %
On pose I, :/0 fo(z)dz, S, = ;/0 folz)dz et S = ;/0 frl(x)de.

4



1. Pour tout n € IN avec n > 1, on pose u,, = max | fn(x)|. Montrer que w,, = f,(1).
Te

Correction : On dresse le tableau de variation des fonctions f, :

" —z4+n—z((n+1)z" —1) n(l — ")

folz) = =

(xntl — 2+ n)? (xntl —x +n)?

Par conséquent, sur R, f/(z) =0z = 1.

x 0 1 +00
() + 0 —
(@) o
0 / \ 0

2. En déduire que la suite de fonctions (f,,),>1 converge uniformément sur D vers la fonction
identiquement nulle.

Correction : On a u, = — — 0, on en déduit que la suite de fonctions (f,)
n n—+oo

converge uniformément vers la fonction identiquement nulle sur D = [0, +-o00].
3. Montrer que lim [, = 0.

n——+00
Correction : On utilise le théoréme des gendarmes :

Ve el0,1], [ful@)] <u, = Vzel0,1], —u, < fu(z) <u,
1 1

b

Comme u,, nzoo 0, on en déduit que nEIJPoo ’ fu(t)dt =0 d’aprés le théoréme des
gendarmes.
4. (a) Justifier que Vn € IN*,Vz € [0, 1], f.(z) > %
Correction :

Vn € IN*,Vx € [0, 1], 2"t <z=2""'—z4+n<n= filr) >

318



(b) En déduire que la série (S,,),>1 diverge.
Correction : L’intégration et la sommation conservent les inégalités (tant que la
borne inférieure est plus petite que la borne suppérieure) :

S>Z/ —dx— 2n

n
b) N N . 1 . .
D’aprés les regles de Riemann ;} ) 5, diverge donc §,, aussi.

5. (a) Justifier que Vn € N*,Va >0, f,(z) <

Correction :

n—ax

T

VneIN* Vo >0, 2"n+1>0=2"" —ax4+n>n—a= f,(2) < )
n—x

" 1\ 1
(b) Montrer que J,, = / Y dr=-nln (1 — —) ——.

g N—

Correction : On écrit = — 1.
n—r nN—=

Jn:/oi <nﬁx_1) dx:[—nln(n—x)—a:]j

1 1
=—nln(n——)+nlnn — —
n n

() -
=—nhn(l—-— ) ——
n? n

(c) A l'aide d'un développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de In(1 — z), déter-

A
miner un équivalent de J, sous la forme — ou AeRet acN.
n

Correction : In(1 — z) = —2 — & 4 2%2(z) et on pose = =

J 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1
=—n|l-———-—|—-——4+—=e|l=]|=—+—=¢|—=].
n? 2nt n  n3 \nd 2n3  n3 \ nd

d) En déduire que la série (S’ ),>1 converge.
n)n> g
Correction : D’aprés le tableau de variation, les fonctions f,, sont positives donc
«+>0=(S)) est une suite croissante ». On a

"1
Vn>1,0< 5] < —
" k12n3

n
D’aprés les régles de Riemann, la série Z 5 converge. La suite (5),) est croissante

et majorée donc converge.



