MTO2 - Test 1 (45 min) - P2022

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. Soient P et () deux propositions. On définit le connecteur logique ®, appelé “ou exclusif”,
par :
P®Q: =« (PetnonQ) ou (nonP et Q) ».

Les équivalences suivantes sont-elles toujours vraies ? Justifier!

(a) (Pou@)et (nonPounon@)) < (PRQ).
Correction : on dresse les deux tables de vérité :

PlQ|Petnon@ | nonPet Q| PRQ
VIV F F F
VIF Vv F V
FlV F Vv Vv
FlF F F E

Pl Q| Pou@ | nonP ounon@ | ((Pou@) et (nonP ounon(@))

VIV Vv F F

VIF Vv V Vv

F|V Vv Vv Vv

F|F F \Y% F

Les tables de vérités sont identiques donc les deux propositions sont équivalentes.
(b) ((PetQ)ou (nonP etnon@)) < (PRQ).

Correction :
P|lQ|Pet@ | nonPetnon@ | ((PetQ)ou(nonP et non(Q))
VIV \Y F A%
VIF F F F
F |V F F F
F|F F \Y \Y%
D’aprés les tables de vérités, I'une est la négation de I'autre. Il n’y a donc pas équiva-
lence.

2. Préciser si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier!

(a) dy € R, Vo € R, cos(z + y) = sin(z + y).
Correction : FAUX car la négation est vraie :

VyeR, 3oz =—y € R, cos(z+y) # sin(z + y).

En effet, cos(z + y) = cos(0) = 1 et sin(x + y) = sin(0) = 0.
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(b) Vx € R, Jy € R, cos(z + y) = sin(z + y).

Exercice 2

Correction : VRAL Vz € R, dy = —2+ § € R, cos(z +y) = g = sin(z + y).

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. On note Z = (1, x3) un vecteur de IR?. Soit h I'application définie de IR?* dans IR? par

h(f) = (ZL‘lfL’Q , L9 + ].)

(a) Ecrire, & l'aide des quantificateurs, la définition de « h est injective sur IR? ».

Correction : V(Z,2') € R? x R?, h(Z) = h(z') = T = 2.

(b) Montrer que h n’est pas injective.

Correction : On montre que la négation est vraie.

37 =(0,0) € R?, 327 = (1,0) € R?, h(¥) = h(z') = (0,1) et T # .

(c) Lapplication h est-elle surjective ?

—

Correction : h surjective < Vi € R?, 37 € IR?, i = h(¥). Pour i fixé, on résout
¥ = h(Z).
12 = Y1 T1T2 = Y1
= =
{5U2+1 = Y { Ty = Yp—1
Y1

Soit Yo # 1 et le systéme admet une unique solution (y2_1,y2 —1).

Soit yo = 1 alors 5 = 0 = y; = 0. Le systéme n’admet aucune solution si ¥ = (y1, 1)
avec y; # 0.
L’application h n’est donc pas surjective. La négation est vraie :

37 =(1,1), VZ € R? 7 # h(2).

2. Soient A une partie non vide et majorée de IR et f : IR — IR une application croissante.

(a) Rappeler la définition de la borne supérieure de A, notée sup A.

Correction : Par hypothése sur A, sup A existe. Il s’agit du plus petit des majorants de

A.

(b) Justifier que 'ensemble f(A):={y € R, Iz € A, y = f(x)} admet une borne supérieure.

Correction : @ Comme A # &, il existe a € A. Comme [ est une application I'image
f(a) existe et f(a) € f(A). Donc f(A) # @.

e Par hypothése, A est majoré. Autrement dit AM € R, Ve € A, x < M.

Comme f est croissante, on en déduit que Vo € A, f(z) < f(M). Donc f(A) est majoré
par f(M).

e [axiome de la borne supérieur assure I'existence de la borne sup de f(A).

(c) Montrer que sup f(A) < f(sup A).



Correction : Comme sup A est un majorant, on peut écrire
VeeA z<supA = Vee A, f(z) < f(sup A).

f est croissante

Cela signifie que f(sup A) est un majorant de f(A).
Comme sup f(A) est le plus petit des majorants, on en déduit que sup f(A) < f(sup A).

(d) Peut-on affirmer que pour toute fonction croissante f, on a sup f(A) = f(sup A)?
(Indication : étudier le cas f(x) = E(x), avec un ensemble A de votre choiz.)
Correction : Non. Pour A = [0,1[, on a supA = 1, f(supA) = 1, puis f(A) = 0 et
sup f(A) =0 < f(sup A).

Exercice 3
On considére les suites (u,,) définie pour tout entier n > 0 par u,, = %.
1. Rappeler la définition avec quantificateurs de « la suite (u,) converge vers £ ».

Correction :
Ve>0,dIN e N, Vne N, (n > N = |u, — {| < ¢e).

2. A T’aide de cette définition, montrer que (u,) converge vers une limite ¢ & préciser.
Correction : La limite est ¢ = 3. Soit € > 0. On résout I'inéquation |u, — 3| < e.
Tout d’abord,

iy — 3] = 3n—+—4_3 | Bn4+4)-0GBn+3)] 1
" Cln+1 B n+1 o+ 1
On a les équivalences suivantes :
1 1 1
lup, —3|<ee ——=<een+l>-<n>-—1.
n+1) £ €

On pose N = E(% — 1)+ 1 > 0. Ainsi, par définition de la fonction partie entiére, on a
1
n>N=n>El-1)+1>-—-1=|u, 3| <e.
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La convergence de (u,) vers { = 3 est démontrée.
3. Etudier la monotonie de la suite (u,) et compléter les pointillés (par < ou >) :
VnelN, wu, ... /L
Correction : O étudie le signe de wu, 1 — uy, :
3n+7 3n+4 (n+1)Bn+T7) - (n+2)(3n+4)

Un41 — Upn =

n+2 n+1 (n+2)(n+1)
3 +10n+7— (30 +10n+8) 1 ~0
B (n+2)(n+1) (2 (n+1)

La suite (u,) est strictement décroissante. On en déduit que Vn >0, w, > { = 3.
n
4. En déduire que (v,) définie pour n > 0 par v, = ug + - -+ + u, = Y uy tend vers +oo.

k=0
Correction : D’aprés la question 3, on a v, > 3(n + 1). Comme 3(n+ 1) — 400, on a
n—oo

aussi v, — —o00.
n—o0



