Final MT02 - P2025
Durée : 2h

La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 - (Baréme approximatif : 6 points - Temps de composition : 35 min)

: 8y — 3y* + ¢
On pose Vz € R, fi(z) =e “(cosx —sinx) et Vy € R, fo(y) = y2—y+2y
—YyTy
1. Déterminer le développement limité de f; au voisinage de 0 & I'ordre 3.
Correction : e Par changement de variable ¢ = —z dans le DL de e en ¢t = 0, on
obtient ) .
- __ . ‘T_ . .’L‘_ 3
e 1201 x—|—2 6+0(x).
e De plus, cosx — sinx = 1—x— %2 + % + o(z?).
e On tronque a l'ordre 3 le DL du produit :
2 3 2 3
fi(@) ;0{1—%‘%—%} [1—x—%+x—] + o(a?)

=1 -2z + 2° + o(z?)

—142
2. En déduire que lim h(z) + o3
=0 cosx — 2L

Correction : e Cette limite est indéterminée. D’apres le résultat de la question 1,
la partie principale du numérateur est . e On cherche la partie principale du

dénominateur :
sinx x? x? 9 x? 9
COST — — mo(l_?>_<1_g>+0(x)_§ + o(x*)
149 2
On en déduit lim fi(x) ter = lim T —3.

-0 cosqp — Sz x—0 _§
x

3. Effectuer la division selon les puissances croissantes de A(h) = 6 + 5h + h3 par B(h) =
2+ h + h? avec un reste de valuation 4.

1 TSVP!



Correction :

2
6 + 5h + o 2+h+th
Ry : 2h — 3h? h3 _9p2 1 p3
0 + 3 +h—2h%+h
Qo
Ry: — 4h? ——
Q1
~——
Rs 2n3 4+ 2nt Q2
Q3
R; ht — K

4. En déduire que le développement limité de f = f, o f; au voisinage de 0 a 'ordre 3 est

f(z) =3 —2x — T2* + 2°¢(x), avec e(x) = 0.
T—

Indication : effectuer le changement de variable y = 1+ h dans la fonction f5)
Correction : @ Comme b = f1(0) = 1 on doit efftuer le DL de f; au voisinage de b = 1
avec changement de variable y = 1 + h.

8(1+h)—3(1+h)>+(1+h)*> 6+5h+h
2—(1+h)+ (1+h)? 24+ h+h?

fo(1+h) = = 3+h—2h*+h*+o(h?).

e Pour composer les DLs, on pose ’h = -2z + xZ‘ :

fao fi(z) =3+ (=2z +2%) — 2(—2x + 2°)* + (=22 + 2%)* + o(2?)
=3 — 22+ 2* — 827 + 82° — 82° + o(2?)
=3 — 22 — 72 + o(2?)

5. Soit @ € IR un paramétre. Indiquer pour quelle valeur de « la fonction ¢ définie par

g(z) = () + —
nature.
Correction : On a

admet-elle un extremum local en a = 07 Préciser sa valeur et sa
x

f(z) =4+ (a —2)x + (¢® = T)z* + o(z?).
Une condition nécéssaire pour que g(0) = 4 soit un extremum local est ¢’(0) = 0 donc

on doit avoir o — 2 = 0, soit [« = 2], Par conséquent g(z) — g(0) = =322 + o(2?) < 0,

il s’agit alors d’'un maximum local.

Exercice 2 - (Baréme approximatif : 7 points - Temps de composition : 45min )



v 1
1. (a) Déterminer la fonction G définie sur R par G(x) = / =t .
s 22— 4t +5

Correction : On met le dénominateur sous forme canonique : t?—4t+5 = (t—2)2+1.
A l'aide du changement de variable u =t — 2, on obtient

r—2

T—2
G(z) = /1 1 —|—1u2 X du = [Arctan u] = Arctan(z—2) —Arctan(1) = Arctan(x—2)— %

1

(b) Déterminer deux nombres réels « et 5 tels que

t—2 Q 15}

(t —1)2(t2 — 4t + 5) (t—1)2+t2—4t+5'

Correction : On trouve a = —% et § = % Pour ce faire on met le tout au méme

dénominateur :
t—2=a(t®—4t+5)+ B> —2t+1)
0 = a+p a = —f 1 1
& 1 = ~4da—-20 & < 1 = 28 < ﬁzﬁeto‘:_i
—2 = ba+f -2 = —4p

(c) A T'aide d’une integration par partie, compléter les pointillés :

))dx

In(z? — 4z + 5) 1
dr = —————In(2* — 4o +5
/ o1 T o e )+
Correction : On pose u'(x) = ﬁ et v(z) = In(z? — 42 + 5). On obtient u(x) =
_2($i1)2 et UI(ZE) = 7522_JU4_1,4:_5
In(z? — 4z + 5) 1 1 20 — 4
dt= ———In(2®>— 4z +5) — [ (-
/ G- T o et / 2172 (@2 —4z+5
1 T —2
= — ———In(2* -4 ) d
2 e e )+/(x—1)2(x2—4x—0—5) !
1 1
= —————In(2* —42+5) + ——— + =G C, Cel.
2 M AT S H oy TG+ G
2. On consideére I’équation différentielle suivante
(E) (x—1)y —2y=2In(a*>—4x+5)+x—1, avecz e I

(a) Dans cette question, on suppose I = |1, +o0|.

i. Déterminer la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée a (E).



Correction : On isole 3/

;2 +21n(a:2—4x+5)+1
Y=z -1 (x —1) '
On pose a(x) = ﬁ et b(x) = % + 1. Les fonctions a et b sont

continues sur /. On calcule une primitive arbitraire de a :

2 2
A(:l:):/x_ldx:ﬂn(a:—l)zln[(x—l)}.

La forme générale des solutions de I'équation homogeéne est y;,(z) = C(x — 1)?
avec C' € IR pouvant étre choisie arbitrairement.

ii. A I’aide de la variation de la constante, montrer qu’une solution particuliére de (E)
est
yp(r) = —In(2? — 4o + 5) + (x — 1)°G(z).

(Indication : utiliser la question 1c).)
Correction : On pose y,(x) = ¢(z) X (x — 1)%. On dérive

yp(2) = ¢ () x (z = 1)* + 2¢p(z)(x — 1).
On remplace dans (E) pour obtenir

¢ (x) % (z — 1) +2pleHr=T)"=2p(z)x(r—1)° = 2In(2? — 4z +5) + = — 1

, 2In(2? — 4z + 5) 1
el =Ty T

D’aprés 1c), on obtient 'expression suivante pour ¢(z)

1 2 T ; €T L
SO(m)__mln(:z; 4 +5)+($_1)—0—G()+/(x_1>2

! 2 —4x T
:—mln(x 4z 4+ 5) + G(z).

Une solution particuliére est donc y,(z) = —In(2? — 4z + 5) + (z — 1)2G(z).

iii. En déduire I'unique solution de (E) satisfaisant y(3) = 0.
Correction : La forme générale des solutions de (F) définies et dérivables sur [
est y(z) = yun(2) +y,(7) = —In(z? — 42 +5) + (x — 1)*(C'+ G(x)). La condition
y(3) = 0 entraine —In(2) + 4C = 0 car G(3) = 0. L'unique solution est

y(x) = —In(2* — 42 +5) + (x — 1)%@ + G(2)).



(b) Le systéme

y(3) = 0.
admet-il une et une seule solution définie et dérivable sur I =R ?
Correction : Non, il y a une infinité de solutions. Les fonctions définies par

() = { —In(z? — 42 +5) + (z — 1)%@ +G(z)) siz>1
e —In(z? =4z +5) + (z - 1)*(C2 + G(z)) siz <1

sont des solutions de (E) de classe ¢! sur IR quel que soit le choix de Cy € IR.

{ (z—1)y —2y=2In(z*+4x+5)+x—1,

Exercice 3 - (Baréme approximatif : 7 points - Temps de composition : 45 min )

On définit la suite de fonction (f,)n>0 et sur D = [0, 7] par f,(x) = cos™(x)sin(z).

On rapelle que pour tout z € R, cos®z + sinz = 1.
1. Montrer que Vn € N,Vz € D, fi(z) = cos"!(z)(1 — (n + 1) sin*(z)).
Correction :
fi(x) = n(—sin(z)) cos" ! (x) x sin(z) + cos™(z) x cos(x)
= cos" ' (z)( — nsin®*(z) + cos*(z))
= cos" '(z)(— nsin®*(z) + 1 — sin*(z)) = cos" ' (z)(1 — (n + 1)sin*(z))
2. Pour tout n € IN, on pose u,, = max | fu(2)].

Montrer que u, = f,(Arcsin(ay,)) ot a,, €]0, 1] est & préciser.
Correction : On commence par résoudre 'équation f)(z) =

0 sur ]0,Z[. Comme
cos(z) # 0 sur |0, 7[, on trouve

1—(n+1)sin*(z) = 0 & sin®(z) = ! & sin(r) = :

1
T) = & ¢ = Arcsin )
n+1 vn+1 (\/n+1)

En utilisant la croissance de la fonction sin sur [0, 7],

on en déduit que

1
1—(n+1)sin2(x)SO(:):L‘ZArCSin( )

vn+1
x —00 an +00
() + 0 —
Unp,
0 0

On a bien max | fo(2)] = un = [ (Arcsin ( 1 ))



3. (a) Justifier que Yn € IN, 0 < u,, < .
Correction : Comme Yz € [0, 5], cos(z) € [0,1] et sin(z) € [0, 1], on en déduit que
0 < fu(z) <sinz. Do,

. 1 . . 1 B 1
0<u, =f, (Arcsm (\/n——i—1>) < sin (Arcsm <\/n—+1)) = e

(b) En déduire que la suite de fonctions (f,),>1 converge uniformément sur D vers la

fonction identiquement nulle.

Correction : Puisque \/nIT1 — 0, il en résulte que uw,, — 0 d’apres le théoréme
n—00 n—00

des gendarmes. Ce qui signifie que (f,,)n>1 converge uniformément sur D vers la
fonction identiquement nulle.

0 n0
4. Pour 0 €10, 7] fixé et n > 0, on pose I,,1; = / fo(x)dz et S, = Z/ fr(z)dz.
0 i—oJo

(a) Calculer I,y et montrer que lirf nl, = 1.
n—-+00

Correction :

n+1 0 1 n+1(g 1— "o
Iy = [— cos"" (z) = cos™ ) Autrement dit, I, = M
n+1 lo n+1 n

96]075] =0<cosf <1=cos"(0) -0

n—o0

Donc nl, =1—cos"(0) — 1.

n—00

(b) La série (S")nzo est-elle divergente ou convergente ?

n n+1
Correction : On en déduit que I, est équivalent a % donc S, = > o1 = > Ix
k=0 k=1

est le terme général d’une série divergente d’aprés les régles de Riemann.
1

[=s " fEA
5. On pose J,11 = / fo(z)dz et S), = g / fr(x)dz.
0 =0 Jo

(a) Déterminer la partie principale de I'infiniment petit In(cos z) au voisinage de 0.
Correction : Au voisinage de 0, on a

2

cost =1— % +o(x?) et In(141t) =t+o(t).

1'2

on en déduit que |In(cosx) = —5 + o(x?) |
(b) Sachant que cos"(%) = enncos ) montrer que J, est équivalent a n% ol A et a sont

des réels positifs a préciser.

z2

En posant t = —%,




17005"(%)

n

nx Infeos( 1)) = x (_%H(%)) :_%H(%)

e=1+t+o(t)=J, = n n/) +o().

Correction : D’aprés 4a), J,, =

(c) Justifier que la série (S),) _ converge.

>0
Correction : Comme o = 2 > 1, la série (S)), > 0 est convergente d’aprés les

régles de Riemann.



