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Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1 (Baréme approximatif : (4,9,34+4) points - 1h30min)
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%. On pose g(z) = f(z) — x.

1. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires pour la fontion g.
Correction : Soit g une application définie et continue sur un intervalle /. Soient a,b € I
avec a < b. Pour tout réel k strictement compris entre g(a) et g(b), il existe ¢ € |a, b], tel
que g(c) =k

2. Montrer que g(x) = 0 admet trois solutions ¢; €] — 2, —1[, ¢a €]0, 1] et 3 €]3,4].
Correction : @ Par hypothése f est continue sur R. L’expression z — —z est polynomiale
donc continue sur IR. Par somme de fonctions continues sur IR, 'application g I'est aussi.
e Onag(—2) = —2 <0< g(—=1)=1donc Jc; €] —2,-1], g(c1) =0 f(c1) = 1.
eOnag(l)=—35<0<g(0)=1donc Je; €]0,1], (02) =0% f(c2) = co.

eOnag(3) = —2 <0< g(4) =1donc Jez €]3,4], g(c3) =0< f(c3) = cs.

(z = c)(x = eo)(x = c3)

Correction : L’application g est un polynome de degré 3 donc admet exactement 3 racines
qui sont cq,co et c3. Puisque le coefficient du monome de plus haut degré est % on a

9(z) = (= 1)z — e2)(z — c3).

Soient f l'application définie sur [ = IR par f(z) =

3. En déduire que g(z) = . Puis dresser le tableau de signe de g(z).

x —00 C1 Co C3 +00

g(x) - 0 + 0 - 0 +

Partie I - Suite récurrente/ Etude d’un ensemble

Dans cette partie, on considére la suite récurrente définie par uy € [0, co] et u,11 = f(uy).
On admet que f est décroissante sur [0,2] et que f o f(z) — x est du méme signe que f(z) — .

1. Montrer par récurrence sur n que Vn > 0, ug, € [0, 3] et ug,11 € [co,2].
Correction : On pose H(n) :=<« ug, € [0,ca] et ug,i1 € [c2,2] ».
e Initialisation & n = 0 : par hypothése uy € [0,cs]. Comme f est décroissante on a
uy = f(ug) € [f(c2), f(0)] = [ca, 1] C [c2,2]. Donc H(0 est vraie.
e Hérédité : Soit n € IN. On suppose que H(n) est vrai. Montrons H(n + 1).
On utilise encore la décroissance de f :

Uzpia = f(Uans1) € [f(2), f(c2)] = [0, 2] et ugnys = f(uani2) € [f(c2), f(0)] = [c2, 1] C [c2,2].
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Conclusion : « H(n) = H(n + 1) »et H(0) est vraie donc ¥Vn € IN,uy, € [0,c] et
Uop4+1 € [CQ, 2}

2. Sachant que ug, 2= fof(ug,) et ug,13=fof(uz,i1), préciser la monotonie de (ug,) et (ugpy1)-
Correction : @ Vn € IN, uy, € [0,c] et Vo € [0,¢2], fo f(z) —x > 0. On en déduit que
Uspto — Uop = f O fug,) — U, > 0 donc (ug, est croissante.
o Vn € N ugyiq € [c2,2] et Vo € [c2,2], fo f(z) —x <0.On en déduit que
Uopts — Usns1 = f O fugni1) — tgn1 < 0 donc (ug,y1 est décroissante.

3. Montrer que (ug,) et (ug,1) sont adjacentes.
Correction : e (uy,) est croissante et majorée par ¢ donc (usg,) converge vers une limite /.
La limite doit étre un point fixe de f appartenant a [0, c5| donc il s’agit de ¢ = cs.
o (ug,41) est décroissante et minorée par ¢y donc (ug,+1) converge vers une limite ¢. La
limite doit étre un point fixe de f appartenant a [y, 2] donc il s’agit de ¢/ = cs.

e On en déduit que ugy 11 —uz, — £ —0 =cy—co =0. Les suites (ug,) et (ug,,1) sont
n—-4o0o

adjacentes.

4. En déduire que (u,) converge et préciser sa limite.
Correction : On a montré que (ug,) et (ug,11) convergent vers la méme limite ¢y alors (u,)
converge aussi vers cs.

5. Soit A :={(—1)"u, ; n € IN} avec up = 0. On notera v, = (—1)"u, les éléments de A.

(a) Ordonner totalement les éléments de A. (Indication : étudier (vay,) et (vVopy1).)
Correction : Vn € IN, vy, = ug, et v9, 1 = —Ug,1. D’aprés ce qui précéde,

(v9y,) est croissante = vg =0 < vy < -+ < vy, < Co.

(ugn11) est décroissante = (vg,11) est croissante = v; = —1 < w3 < -+ < w1 < —c < 0.

On en déduit Pordre total suivant des éléments de A :

vp=—-1<u3<- <y <—e<vy=0<v < <y <.

(b) Montrer que A admet un plus petit élément, noté min A, dont on précisera la valeur.
Correction : On a Vn € IN, v, > v; = —1. Le plus petit élément de A est v; = —1.

(c) Montrer que A admet une borne supérieure.
Correction : L’ensemble A est une partie de IR non vide car vg =0 € A. A est majoré
par co. D’aprés 'axiome de la borne sup, sup A existe.

(d) Rappeler la caractérisation de la borne supérieure de A, a 'aide des quantificateurs.
Correction : La borne sup de A vérifie : ¢ Vn € IN, v,, < sup A,
eVi<supA, IneN, v, >t

(e) Utiliser cette caractérisation pour démontrer que sup A = cs.
Correction : D’aprés la question 5a) On sait déja que co est un majorant de A.
Le second point s’en déduit de la convergence de (vg, = ug,) vers cg. Soit t < c¢. On

pose € = ¢y — t > 0. Par définition de lim vy, = ¢o, on a
n—+4o0o

EINEIN,Vne]N,(n>N:>|v2n—CQ|<5:>102—5:t<v2n‘<02+5)

Il suffit de choisir n = N + 1 et on a vy, > t.



Partie II - Suite et série numériques

Dans cette partie, on considére la suite récurrente définie par ug € Jcs, +0o[ et w1 = f(uy,).
On admet que f est croissante sur [2,4+o00].

1. Préciser la monotonie de (u,).
Correction : D’apreés le tableau de signe, Va € ]cz, +00[, g(x) = f(x) — x > 0. Autrement
dit, f(x) > 2 > ¢3. On en déduit donc par récurrence que Vn € IN, u,, € |cz, +00|. De plus,
Upt1 — Up = f(Up) — u, > 0 donc la suite suite (u,) est croissante.

2. Démontrer par I'absurde que (u,,) diverge.
Correction : (cf TD4) On montre par Pabsurde que la suite diverge.
démonstration : Supposons que (u,) converge. On sait alors que la suite converge vers ¢ €

{c1, 2, c3} car la limite doit étre un point fixe. D’aprés le cours, on sait que |Vn € IN, wu, <€ < ¢z

Or, par hypothése on a ug > c3 (supérieur stricte). Ceci est contradictoire avec la phrase
encadrée pour n = 0.

La phrase “c3 < ug < ¢3” est absurde.

?

La négation de “(u,) converge ” méne & une absurdité donc la proposition “(u,) diverge”

est vraile.

3. Montrer par 'absurde que (u,) tend vers +oc.
Correction : (cf TD4) On montre par I'absurde que la suite tend vers +o0.
démonstration : On suppose que la suite (u,) ne tend pas vers +o0o. On prend la négation
de

VAeR, AINeN, Vne N, (n> N = u, > A).

Cela donne
JAeR,YN €N, 3ne N, n> N et u, < A.

Comme la suite est croissante, on a n > N = uy < u, donc la phrase devient

JAER,YN € N,uy < A.|

On peut alors en déduire que (u,) est majorée.

Or, si (u,,) est majorée et croissante, le cours affirme que (u,,) converge. Ce qui est absurde
car (u,) diverge.

La négation de “(u,) tend vers +00 ” méne & une absurdité donc la proposition “(u, ) tend
vers 400" est vraie.

n
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4. PournzO,onposeTn:Z—etSn:Z—oflu0:4.
hoﬂk+$

u
k=0 F

(a) A Tl'aide des régles de Riemann, justifier que (7},) converge. (Indication : déterminer un

équivalent de m sous la forme n%)

Correction : f(n + 3) ~ "IS donc f(n1+3) ~ 5. D’aprés les régles de Riemann, la série

(T,,) converge car o« = 3 > 1.
(x—2)*(x+1)
4

(b) Sachant que f(x) = , montrer que Vx € [4,4+o00|, f(x) > x + 1.



Correction : Soit x € [4, 4+00|. Alors,

(r+1)x4

r—2>2=(z-27>2"=4= f(z) > 1

=x+ 1.

(¢) Montrer par récurence que Vn € IN,u,, > f(n+ 3).
Correction : On pose H(n) = u, > f(n+ 3).
e Initialisation & n = 0 : d’aprés 1’énoncé ug = 4 et f(0+ 3) = 1 donc H (0O est vraie.
e Hérédité : Supposons H(n) vraie. Montrons H(n + 1).
Par hypothése, u, > f(n+3) > n+4 (d’aprés (b)). On applique la fonction f qui est
croissante et on obtient u, 1 = f(u,) > f(n+4) = f((n+ 1) + 3).
Conclusion : « H(n) = H(n+ 1) »et H(0) est vraie donc Vn € IN,u,, > f(n + 3).

(d) En déduire que (S,) converge.
Correction : Pour tout n € IN,

1 1
u, > f(n+3)>0=0< — <

—=0<S5,<T,.
u, — f(n+3) - T

Toute suite de nombres postifs est croissante donc (7),) et (S,,) sont croissantes.
La série (T,) converge donc est majorée par sa limite 7. On en déduit que (S,) est
croissante et majorée par 1" également donc (S,,) converge.

Exercice 3 (Baréme approximatif : 4 points - 25min)

Soit f Papplication définie sur | — 1, 1[\{0} par f(z) =

V1 -1
1. Justifier que lim verrol %
x—0 €x

Correction : On pose g(z) = /1 + x. L’application g est dérivable sur | — 1, +o0[ avec
g0)=v1+0=1let ¢ (x)= 2\/+Tm On a donc

In(1 — 2?%)
Vitzr—1

V1 -1 —9(0 1
lim YT iy 9(z) = 9(0) =4'(0)==.
z—0 T z=0 x—10 2
2. Déterminer lim M
t—0 t
Correction : On pose g(t) = In(1 — t). L’application ¢ est dérivable sur | — oo, 1] avec
9(0) =In(1 —0) =0 et ¢'(f) = 5. On a donc
In(1—1¢ t)—g(0 —1
=0 a0 =00) _ o -1
t—0 t a—=0  t—0 1-0

3. Montrer que f est prolongeable par continuité en a = 0 en une fonction fa préciser.



Correction : e Par quotient et composition de fonctions usuelles (logarithme népérien,
racine carrée et polynomes), l'application f est définie et continue sur son domaine de
définition. Celui-ci est caractérisé par (1 +x > 0et 1 —22 > 0et V1i+ax # )& x €
|—1,1[ et x # 0.

e On modifie Pécriture de f(z) pour lever 'indétermination 3 :

2
f(yc):hl(1 x>>< - ><3c—>—1><1><():0.

22 VIitzr-—1 20 1

e On en déduit que f est prolongeable en a = 0 en une fonction continue f sur | —1,1]

définie par
In(1—22?) .
f(x):{ = siz#0

0 six =0.

4. Montrer que ]7’(0) = -2 )
Correction : On étudie la limite du taux d’accroissement de f en O :

. F0) — f In(1 — 22 In(1 — 22 1
F0) = i LO =L@ o) o) @ ——1x1=-2
z—0 x—0 x%Ox(w/lﬁ—x—l) z—0 T2 \/14‘—1’—1 3



