MTO2 - Test 2 (45 min) - P2025

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1 (Baréme approximatif : (12 points)
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1. Soit f la fonction définie et dérivable sur IR par f(z) =

(a) Montrer que Vo € R, 0 < f(z) < 1.
Correction : Pour r e R,onae* >0=¢e"4+2>2=0

(b) Montrer que f'(z) = (f(:z:))2 — f(x).

Correction : On calcule les deux termes I'un aprés 'autre :

1
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<i=0<f(z) <l
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f(x)__(2+€x>27
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(c) Sachant que t* — t = (t — %)2 — %u en déduire que Vz € R, —}l < f(x) <O.
Correction : On pose t = f(z) pour écrire

fl) = (f)=3)" =4
< f@)-t<i=0<(fo) - <i=—t< @) <o

(d) Justifier que f admet une application réciproque f~! définie et dérivable sur son domaine
de définition D1 & préciser. (On ne demande pas de calculer Pexpression de f~!(z))

Correction : La fonction dérivée de f est de signe constant et ne s’annule pas sur IR

donc f est strictement monotone et donc bijective si on la considére définie de R sur

Im f. De plus,
2
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L’image d’un intervalle ouvert par une application strictement monotone est un inter-

valle ouvert d’ott Im f =]0, 1[. Son application réciproque f~! est définie sur D;-1 =
10, 1[.

lim f(x)=0et l_i}I_n f(x) L.

T—r+00

1
r(x —1)
Correction : Sachant que f est dérivable sur R et que sa dérivée ne s’annule jamais, on
sait que (f~') est définie sur |0, 1] par
1 1 1 1

U = 50w = G @) = w) o s 1)

(e) Sans calculer I'expression algébrique de f~!(z), montrer que Vo € Dy, (f71)(z) =




2. On pose g(z) = f(3z — 2).
(a) Calculer K = mz%(|g’(x)|.
e
Correction : On sait que f est dérivable sur IR. Par composition avec un polyndme,

I'application g est dérivable sur IR également avec ¢'(z) = 3f'(3z — 2). On a donc
K = mz]xéc|g’(x)| =3 X maé(|f/(x)| = 3 atteint en = In2.
e S

(b) Soit (a,b) € IR?. Enoncer le théoréme des accroissements finis pour la fonction g sur [a, b].
Correction : Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b] alors
Scelabl, f(b) — f(a@) = ()b a).

(c) En déduire que V(x,2') € R?, |g(z) — g(z')| < K|z — 2/|.
Correction : On applique égalité des accroissements finis & f entre z € [0, 400 et
2’ € [0, +ool.
eSiz=2a",onalg(r)—g(z)| =0= K|r— 2| L’égalité entraine I'inégalité.
e Pour x # 2/, sans perte de généralité, on peut supposer que x < z’. L’application f
est continue sur [z, 2] et dérivable sur |z, 2’| donc il existe ¢ € |z, 2'[, g(x) — g(2') =
g'(¢)(x — 2’). En valeur absolue, cela entraine

l9(x) = g(")| = |g'(c)l|z — 2’| < Kl —a'].

(d) Montrer que ¢ = % est 'unique point fixe de g sur RR.
Correction : Comme g(%) = f(0) = 2, £ = 2 est bien un point fixe de g.
On montre l'unicité par Pabsurde : Soit ¢ un autre point fixe de g, cad ¢/ # ( et

"= g(l'). Alors

o) =90 = ¢~ <3e—1] = 1<

0o

ce qui est absurde.

(e) Montrer que la suite (u,,) définie par u, 1 = g(u,) et uy € R fixé, converge vers (.
Correction : Démonstration vue en cours sachant que 0 < K < 1.
(i) étape 1: on pose z = u, et y = ¢ dans 2.c) et on obtient
|9(un) = g(O)] = [uns1 — €] < Klup — {].

(ii) étape 2 : on montre par récurrence que |Vn € N, |u, — (| < K"|ug — /|
Initialisation & n =0 : on a |ug — ¢| = K°uy — /|, I'égalité entraine I'inégalité.
Hérédité : Soit n > 0, tel que |u,, — | < K™|ug — £|. D’aprés I’étape 1 on a

[upi1 — 1) < Klu, — ¢ = [upi1 — ) < K x K"|ug — €] = K" ug — £].
par Hyp. Réc.

La proposition est vraie au rang n + 1.

(iii) étape 3 : La suite de terme général K™|ug — ¢| est une suite géométrique de raison
0 < K < 1 donc elle converge vers 0. D’aprés le corollaire 1 du théoréme des

gendarmes, la suite u,, — ¢ — 0. De facon équivalente, u,, — /.
n—o0 n—o0



Exercice 2 (Baréme approximatif : (8 points)
1. Soit P un polynéme de degré 3.

(a) Soit a € R. Ecrire la formule de Taylor pour P a l'aide des dérivées successives P*)(a),
avec k € IN.
Correction : Pour tout z € IR on a

"(a @ (a
P(x) = P(a) + P'(a)(x — a) + P2( )(:E —a)® + PTU(QC —a)’.

(b) Dans cet exercice, on suppose que P(1) = 1, P'(1) = 4 et P"(1) = 10 et P®)(1) = 12.
Montrer que l’expression P(z) est de la forme

P(z) = cor® + 32,

oll ¢y et c3 sont des entiers relatifs & préciser.
Correction : Il suffit de développer la formule de Taylor précédente avec a = 1

10 12
P(m):1+4(x—1)+?(x—1)2+€(x—1)3
=1+ (4z —4) + (52® — 102 + 5) + (22° — 62% + 62 — 2)

= — 2%+ 225
2. Donner la formule de Taylor-Young de la fonction x — sinz en a = 0 a 'ordre 3.
Correction : Il existe une fonction ¢ telle que

$3

Ve elR, sin(z) =x — 5 +2%e(z) et e(z) — 0.

x—0

3. Donner la formule de Taylor-Young de la fonction x — In(1 + z) en a = 0 a l'ordre 3.
Correction : Il existe une fonction ¢ telle que

2 3

_ Ty s
Ve>—-1, In(l+z)==z 5+ 3 + 2°e(x) etg(x)xjo().
4. Soit a € R un paramétre. Pour x € [ = |—1,400[, on pose f(z) = P(z)+2sinz+aln(1+z).

(a) Déterminer (en fonction de «) la constante réelle 53 de sorte que
2

Veel, flz)=2+a)z—(2+ a)% + By + e(a), avec e(a) ) 0.
z—
Correction : 3 2 |
2 5
=2+ o)z — Taa (2 2%e ()

(b) Justifier que la fonction f est un infiniment petit au voisinage de a = 0.
En fonction des valeurs de «, préciser sa partie principale.
Correction : e La fonction f est continue donc

}}L%f(x) = f(0) = P(0) +2sin(0) + aln1 = 0.

Quelque soit la valeur de «, f(x) est un infiniment petit au voisinage de 0.
e Si o # —2, alors la partie principale est (2 + )z
Si o = —2 alors la partie principale est 23.



