MTO2 - Test 2 (45 min) - P2026

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations!

Exercice 1 (10 min - Baréme approximatif : 7 points)

1. Donner la formule de Taylor-Young a l'ordre 3 en a = 0 de la fonction x — sin(x).
. . . . . .3 <
Correction : il existe une fonction ¢, telle que Vo € R, sinz = x—% 41 (z), avec £, () - 0.
T—

2. Donner la formule de Taylor-Young de la fonction x +— cos(z) en a =0 aTordre 3.
Correction : il existe une fonction e, telle que Vo € R, cosz = 1—4-+x3ey(x), avec ea(x) — 0.

z—0
3. (a) Soit @ € R\IN fixé. Donner la formule de Taylor-Young & l'ordre 3 en a = 0 de la fonction
t— (1+1)*
Correction : il existe une fonction 3 telle que

(a—1) 5 ala—1)(a—2)
2 e 6

Vi > —1, (144)° = 1+ at+2 t34-t%e5(t), avec e3(t) = 0.
%

(b) En déduire la formule de Taylor-Young & ordre 3 en a = 0 de la fonction x — (1 + 3z)5.

Correction : On pose o = % et t = 3z dans la formule précédente et on obtient : il

existe une fonction ¢4 telle que

-1

wn

1 2
Vl‘>—§, (1+ 32): :1—|—§><(3x)+ (37)% +

2 6
4 ‘
= 1420 — 2% + -2 + 234(2), avec ey(x) — 0.
3 z—0
4. Soit B un paramétre réel. Pour # € I =]—1, +oc[, on pose f(z) = (14+32)3 4+ cos(z)—2sin .

(a) Déterminer (en fonction de f) les constantes ¢ et c3 de sorte que

Ve el, f(z) = (8+1)+ cox® + c32® + 2°¢(z), avec e(x) — 0.

x—0
Correction :
2 3
Flo) =1 426~ 2% + 50 + 81 - 5]~ 2~ ]+ a5 (a)
2
— (148 - (B+DT 1 28 1 we()

2 3

(b) Pour quelle valeur de 3, la fonction f est-elle un infiniment petit au voisinage de a = 0.

Préciser sa partie principale.
Correction : e lirr(l) f(z) = f(0) = 1+ B. La quantité f(z) est un infiniment petit au
Tr—r

voisinage de 0 si et seulement si § = —1.
e Dans ce cas, la partie principale de f(x) est —%.

1



Exercice 2 (15 min - Baréme approximatif : 7 points)

Soit f la fonction définie sur [3, +oo[ par f(x) = zv/x — 3.
1. (a) Sachant que V¢ > 0, ¢t + 1 > 2, montrer que Vaz > 3, f'(z) > 3. (Indication : écrire
r=(r—3)+3.)
Correction : La fonction f est continue sur [3, 00| mais dérivable sur |3, 00| avec

' _ — xz N ($—3)—|—3
Pla) = VBt s = a3 C o8

vr—3
=Vr—3+ ‘ +
2 2v/x — 3

3 1 3
25(\/33—3—1-\/x__g)2§><2enposantt:\/a:—3.

3

(b) En déduire que f admet une application réciproque g définie et continue sur U'intervalle
[0, +00[ et dérivable sur |0, +00[. (On ne demande pas de déterminer ’expression de g(x).)
Correction :La fonction f est continue sur [3, +o00[ et dérivable sur |3, +oo[ avec Yz >

3, f'(x) > 0. Par conséquent f est strictement croissante donc bijective de [3, +o00|

sur Im f = [f(3), zgrfoo f(x)[= [0, +o0[. Elle admet une application réciproque g = f~*

définie et continue de Im f = [0, 4o00[ vers Dy = [3,400[ (car f l'est sur [3,+o00[) et
dérivable sur ]0, +oo[ (car f Pest sur |3, +oo[ et f(3) =0 < ¢(0) = 3).

(c¢) Exprimer la fonction dérivée ¢ en fonction de [’ et g.

1
Correction : Vo > 0, ¢'(z) = ———.
= P
(d) Calculer g(4) et ¢'(4). Puis déterminer K = max lg' ()]
BAS
1 1 1
Correction : f(4) =4 < g(4) =4 et ¢'(4) = = =—.
1
Vo >3, f(z) >3=Vz>0,d(z) < 3= q'(4)

On en déduit que K = max ld'(z)] =
ze

2. (a) Montrer que V (z,2") € I x I, |g(z) — g(2')| < K|z — 2/|.
Correction : On applique 'égalité des accroissements finis & f entre z € [0, +o00] et
z' € [0, +oo.
e Siz=2a',onalg(r)—gx)| =0= K|z —a'|. L'égalité entraine I'inégalité.
e Pour x # 2/, sans perte de généralité, on peut supposer que = < z’. L’application f
est continue sur [z, 2’] et dérivable sur |z, 2'[ donc il existe ¢ €|z, 2'[, g(z) — g(2') =
g'(¢)(z — 2’). En valeur absolue, cela entraine

l9(x) = g(&")| = lg'(c)]|x — 2’| < Kl —a'].

1
3

(b) Montrer que la suite (uy,),>0 définie par u,+1 = g(u,), avec ug > 4 fixé, converge vers une
limite ¢ & préciser.
Correction : Tout d’abord on note que 0 < K = % < 1 et que g admet un point fixe
¢ =4 d’aprés Q1(d). De plus la suite est bien définie car g([4, +oo[) = [4, +o0.
Démonstration vue en cours.



1) ¢étape 1 : on pose r = u, et 2’ = ans 2.a) et on obtient
i) 6 1 "=/(d 2 bti
9(un) = g(O)] = Jtnsr — €] < Kluy —£].

(ii) étape 2 : on montre par récurrence que |Vn € N, |u, — (| < K"|ug — ¢
Initialisation & n =0 : on a |ug — ¢| = K°uy — |, I'égalité entraine I'inégalité.
Hérédité : Soit n > 0, tel que |u,, — | < K™|ug — £|. D’aprés I’étape 1 on a

[Uupi1 — ) < Klu, — | = [upr1 — ) < K x K"ug — £] = K" Hug — £].
par Hyp. Réc.

La proposition est vraie au rang n + 1.

(iii) étape 3 : La suite de terme général K™|ug — ¢| est une suite géométrique de raison
0 < K < 1 donc elle converge vers 0. D’aprés le corollaire 1 du théoréme des
gendarmes, la suite u,, — ¢ — 0. De facon équivalente, u,, — /.

n—oo n—oo

Exercice 3 (15 min - Baréme approximatif : 6 points)

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(z) = z(In x)2 —MNz?—z)siz#0et f(0)=0.
1. Soit 0 < a < b. Enoncer le théoréme de Rolle pour la fonction f sur [a, b).
Correction : Soit f une application continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ avec f(a) = f(b).
Alors, Jc €a, b] tel que f'(c) =0
2. Montrer qu'il existe ¢ €10, 1] tel que f'(c) = 0.
Correction : Par somme/produit de fonctions usuelles, f est continue et dédrivable sur
[0, +00[. De plus f(0) = 0 = f(1). D’apreés le théoréme de Rolle, 3¢ €10, 1] tel que f'(¢) =0

3. On pose u(r) = 1+Inz —z. A aide d'un tableau de variation, montrer que r]nax [u(x = 0.
z€ |0,+00
Correction : v/(z) =1 —1 =12,

x 0 1 +0o0
u'(z) + 0 —
w@) | g ——— O ——
4. Montrer que pour x # 0, f"(z) = 2u(z) +2(1—=\).

Correction : f'(z) = (In x)2 +2Inz — A2z —1)
fle)y=2me 4 2 gy =2rmetl 4o o) =240 4 9(1 - ).
5. (a) Sous quelle condition sur A, la fonction f est-elle concave sur [0, 400 ?
Correction : La fonction f est concave si et seulement Vo > 0, f”(z) < 0. D’aprés Q3,

D
comme z > 0, on peut déduire que max “Z =0et max f’(z) =2(1—A). On
z€]0,400] * z€]0,400[

conclut que f est concave si et seulement 1 — \ < 0, soit .
(b) Dans ce cas, justifier que f admet un extremum global sur [0, 4oc0[ dont on précisera la
nature.

Correction : D’aprés Q1 et Q5(a), pour tout A > 1, f admet une unique maximum
local qui est global sur [0, +oco[ et vaut f(c).



