Final MT02 - P2026
Durée : 2h

Exercice 1 - (Baréme approximatif : 9 points - Temps de composition : 50 min)

1. Soit G la fonction définie sur [1, 400 par G(x) = / eVi=ldt.
1

z—1
(a) A l’aide du changement de variable u = v/t — 1, montrer que G(z) = / 2ue" du.
0
Correction : Si besoin, on calcule ¢ = u? + 1.

e Changement des bornes :t =z < u=vVzr—1 et t=1<u=+y/1-1=0.
e L’intégrand eV!~! devient e®.

e Enfin j—i = % = 2u, soit dt = 2u du.

(b) A l'aide d’une intégration par partie, déterminer I'expression algébrique de G(x).
Correction :

i1 Va1
G(z) = [2ue“}0 S 2/ etdu=2(Vr—1-1)eV" 1 +2.
0

2. (a) Déterminer trois nombres entiers relatifs ag, ag et ag tels que

32?2 — 2z + 17 L] o x 1 o x z—1
=X — ta X —— +az3 X ————.
(x — 1)(x + 2) (22 — 22 + 3) Tl 2T x4 7 22 21+ 3
Correction : Avec la méthode des résidus de MT03, on obtient
3z2 — 22 + 17 18
(x+2)(a? =22+ 3)Ja=1 3 x2
322 — 22 + 17 33
(x —1)(2?2 =224 3)Ja=—2 (=3) x 11
Enfin, un calcul de limites entraine
372 — 22 + 17
lim v T =0=a;+as+a3 = a3 =—2.

z—+oo (x — 1)(z + 2)(2? 4+ 22 + 3)

(b) En déduire l'expression algébrique d'une primitive F' de f définie sur I =11, 4o00].
Correction : Une primitive de f(x) est

r—1)3
F(x) =3In(z — 1) — In(z + 2) — In(2? — 2z + 3) :ln<(:1:+2§(x2 i)2x+3)>



3. Déterminer 1,82 € R tels que

T+ 2 1
/332—2334—36137 ,31111(35 —2w+3)+/32Arctan< 7 >+C CeR.

Correction : On écrit 242 = $ x (2z+2)+1let 2?+22+3 = (z—1)2+2=2 <1+ (1—\}21)2),
puis

T+ 2 20— 2 1
B T . R M P . —
/x22x+3m / 221 +3 T X/x22x+3x

3 x—1
In(z® —2x + 3 +Arctan<>+C, CeR.
(@ ~20+3)+ 5 =

1
2
1
T2

4. Soit b une application définie sur l'intervalle I. On considére I’équation différentielle suivante

(E)

3z — 22 + 17

=(z—-1)3 I.
" y=(zr—1)°b(x), avecz€

(3 —x+6)y —

avec (23 — 1 +6) = (z + 2)(2? — 22 + 3).
(a) Déterminer la forme générale des solutions de I’équation homogene associée a (E).

Correction :  On isole v/ :

;o 322 — 2z + 17 (z — 1)3b(x)
Y e D@ —20+3" T a2 —2043)

2 1 Bb . .
on pose a(r) = (x_1)§§+2§g@m+21_72x+3) et b'(z) = % La fonction a est bien
définie et continue sur I donc admet une primitive déterminée a la question 2 b). La

forme générale des solutions de I’équation homogeéne est

yn(z) = Cexp (hl <(x T 2§(xl; i);x + 3))) - (z + 26;2;_—1;@« +3)

(b) Pour toute application continue b sur I admettant une primitive B, justifier qu'une solution

particuliére de (E) est

xT) = .
r (z +2)(22 — 2z +3)
Correction : A l'aide de la variation de la constante, on sait qu’une solution particuliére
est

B (x — 1)3
(o) = o) x g
Hw) = —2 ).

(z+2)(z2—2x+3)
Pour toute application b continue sur I admettant une primitive B, on peut choisir
o(z) = B(z) et la solution particuliére est donc de la forme

(z—1)°
(x +2) (22 — 22+ 3)’

yp(x) = B(x) X



(¢) Déterminer 'unique solution du systéme suivant

322 — 2 + 17 r+2
3 6 /o — _13( r—1 > I
(x> —xz+6)y ———1 Y (z—1)°(e +a:2—2a:+3 , TE
lim y(z) =0.

o1 (@=1)% 7

Correction : La forme générale des solutions sur I est

(x—1) <G($) + %1](1(952 —2x+3)+ %Arctan (%) + C’)

y(@) = yn(x) + yp(2) = (x +2)(2? — 22+ 3)
Donc
y(z) (G(x) + %ln(a;2 —2x+3)+ %Arctan (%) + C)
(x—1)3 (x +2)(2? — 22+ 3)
et

' y(zr) (G(l) + 3 In(2) + %Aretan (0) + C) B ()
2 o1 6 S0eC=m

(d) En déduire que y est un infiniment petit au voisinage de a = 1 d’ordre 4 dont on précisera

la partie principale.
Correction : Il suffit de calculer

229 . .
. y(z) 1 ) G(x) + %ln(%) + %Arctan (T;)
lim ———— = — x lim
r—1 (‘T - 1)4 6 z—1 Tz 1
1 1 1 z2—2z+3 3 r—1 /
= 8 X ;};lgﬁ [G(az) + 3 ln(%) + EArctam < 7 > L:1
= — i V=1 e — (1 Sy 2
g > lim [e +m2_2x+3}a:1 6< +2) .

La partie principale est %(a: — 14

Exercice 2 - (Baréme approximatif : 6 points - Temps de composition : 35 min)

21In(1 — sin(2 2—t+7t?
On définit deux applications sur |—1, 400[\{0} par fi(z) = n(l+ mi sin(2z) et fo(t) = m
1. Déterminer le développement limité de f; au voisinage de 0 & 'ordre 3.
Correction :
2<$—£+£—$—4)—(2x—@> 3
fi(z) = S . °J 2ie(z) = —x +22°% — % + 2%e(2).
x

— 222 3
2. En déduire que lim hiz)+o -2z ==,
z—0 e¥ —e % — 2 2




Correction : e* —e ¥ — 2z = (1+x+%2+%3)—(1—x+%—%)—2x+x35(x) = %3+x35(35).
On en déduit que

9,2 —a
i S HE 227 —%.

=0 e¥ —e T — 2x z—0 %3

3. A P’aide d’une division selon les puissances croissantes, déterminer le développement limité &
lordre 3 de fy au voisinage de 0.

Correction : ,
24+ 3t+t
2 - t + 72 ot
Ry : —4t +  6t2 \1/ —2t +6¢% —8t3
, X Qo
Ry : 122 + 2t s
N—————
Ry — 16t — 64 Q2
Q3
Rs

Dotl fo(t) = 1 — 2t 4+ 6t% — 83 + t3(1).

4. En déduire que le développement limité de g = fo o f1 au voisinage de 0 & l'ordre 3 est

g(x) =1+ 22 + 222 — 1523 + 23¢(2), avec e(x) =, 0.
T
Correction : Comme b = f1(0) = 0, il suffit de poser t = —x + 2% — % dans le DL de f5 :

g(x) =1—2(—x +22° — %3) + 6(—z 4 222 — %)2 — 8(—x + 22 — %3)3 + 23 (x)
=142z — 422 + 23 4 62° — 242° + 823 + 2%¢(2)
=1+ 2z + 22% — 152 4 2% ()

8=

5. Soit f la fonction définie sur |0, +-oo[ par f(z) = (22— 3z + 1)/ g(t) dt et on note € sa courbe

0
représentative.

(a) Déterminer le développement limité de f(x) au voisinage de +o00 sous la forme

b 1_/1
f(:c)—x—l—a—i——i—a(
T x T

>, avec £(t) — 0,

t—0

ol les valeurs de a # 0 et b # 0 sont & préciser.
Correction : Tout d’abord, on a

h 2h3
/ g(t)dt = h+h? + =+ h3e(h)
0

:>/i(t)dt Lol 2 (]
= — —_— —_— 75 J—
Og x 22 3 23 \x

3
1 1 2 1 1 4 1 1
2
= fa)=@" 30+ -+ 54— ) t-e(-)=z-2-—+-¢(=
f(z)=(z x+)<x+x2+3x3>+$e<m> x 3x+m6<x)



(b) i. Donner I'équation de la droite asymptote & € au voisinage de +o0.
Correction : L’équation de 'asymptote est y = x — 2

ii. Indiquer la position relative de la courbe ¢ par rapport a son asymptote en +o0.

Correction : @ En 400, d(z) = f(z) — (x —2) = —5= + 1 (1) < 0. La courbe € est
située sous "asymptote.

Exercice 3 - (Baréme approximatif : 5 points + 1 point bonus - Temps de composition : 35 min )

2n?
On définit la suite de fonctions (fy,)n>1 définies sur D = [0, 00| par f,(x) = { ze” " 80 <w <,
0 six > n.

2 2 2
9 n?
1. Montrer que pour tout = € |0,n[, on a f(z) = i a(:(n + 7;2) LaLCHRY e’
r—n

Correction :

2n? 2
T—n 2n 2n2
f,{b(ﬂf):e +x X <_(.’I)—n)2) X ezr—n

2n? 1 own2x
e

2n? <($ —n)? — 2n2x> 22 — 2nx 4+ n? — 2zn? 2 22— 2z(n 4 n?) + n?
= 61’771 = =

)y @ —np e PRy OB

2. Pour tout n € IN, on pose u, = max | frn(x)|. Justifier que u, = f,(x,) ou
e

xn:n—i—nz (1—\/14—2).
2n?

Correction : On commence par résoudre I'équation f) (z) = 0 sur ]0,n[. Comme e” " > 0
sur ]0, n[, on trouve

2% —2x(n+n?) +n? =0,
Le discriminant vaut A = 4(n+n?)? —4n? = 8n® +4n* = 4n* (1 + 2) > 0. I y a deux solu-

2 7)) — VA [ 2
tions dont un seule dans U'intervalle |0, n[ : |z, = (n+n) =n+n—n%/ 1+ |
n

" 2

L’autre solution est 2], = n +n+n%\/1+ 2 > n > z, et f/(z) est positive a I'extérieur
des racines donc :

T 0 Ty n
n() + 0 -
0 0




Comme f,(z) = 0 sur [0,4o00[, on a bien u, = rri%x|fn( x)| = max |fn(z)] = fu(zn)

z€]0,n]
3. A Taide d’un développement limité & l'ordre 2 au voisinage de 0 de /1 +t, montrer que
li =1
7 =3
Correction : Au voisinage de 0, on a 1+t =1+ % - L& + t?¢1(t). En posant t = 2, on
obtient
2 4 1 1 1
2 _ 1 1
= 1 _— — —_— = — _ — —.
Tp=n+n (( to T T n262(”)> +3 EQ(n)7k;im>2
4. (a) Montrer que u,, est équivalent & 21—66_2" lorsque n — +o00
Correction : 11 suffit d’étudier le quotient :
2n2 2nxn
u Zp—m Zp—n
1771:2wn><e 2 —9p. xe
1,—-2n
€
2nx iy 1
lim 2z, =1 et lim = 1= —
n—-+00 n—+o00 Ty — N n—+oo e
Par produit +* 1

en +o0o

(b) En déduire que la suite de fonctions (fy)n>0 converge uniformément sur D vers la fonction
identiquement nulle.

.. . , . .1 _—2n
— ce qui signifie que wu,, est équivalent & =—e
%6—271, n—-+o00 e’ q g q_ n q 2e

Correction : De toute évidence lim %6_2” = 0 donc lim wu, = 0 donc la suite de
n—+o0 <€ n—>+00

fonctions (f)n>0 converge uniformément sur D vers la fonction identiquement nulle

5. On pose I, = fn(x)dx. Sans calculer I,,, montrer que lim I, = 0.
n—-+o0o

Correction : On utlise, 'encadrement pour tout z €]0,n[ : 0 < f,(z) < up. On passe au
calcule intégrale,

0<1I, <nxu,
Or, n X up, = 2”—66*2” —

2 0, d’aprés l’échelle de comparaison monoéme/exponentielle.
n—-+0oo
D’aprés le théoréme des gendarmes, I, —J>r 0 également.

n—-+0o0

6. Question bonus. On admet que V(n, p) € IN?,

e~2n < (pl)e~%. A I'aide des régles de Rie-
mann et d’une valeur de p judicieusement choisie, montrer que »_ I,, est une série convergente

n>0
Correction : !

Tout d’abord, > I, est une série croissante en tant que somme de termes
n>0

positifs. Montrons qu’elle majoree
Prenons p = 3 alors nle 2" < 6e~ 3 =nXu, < =2

O<Zlk<2kxxuk<2

k262

Or la série de terme général

21 = est croissante et convergente donc est majorée par sa
2n“e2

limite £ et > I,, aussi. D’apres les théorémes de monotonie, »_ I, converge
n>0

n>0



