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Exercice 1

1. Pour tout n € IN*, on pose
"1 1
vn:;ﬁ, etwn:vn+ﬁ.

Montrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.
Correction :

L Un+1_Un:m

® Wyl — Wy = Upgp1 — Up +

> 0 donc (v,,) est croissante.

1 1 1 . 1 1
n+1 n (n+1)2 n+1 n
_n+nn+1)—(n+12 -1
B n(n+ 1)2 C n(n+1)2

< 0 donc (w,,) est dcroissante.

® W,i1 —VUpy = — donc lim w, —v, =0.
n n—-+o0o

Les suites (v,) et (w,) sont donc bien adjacentes.

2. Soit (u,) la suite définie par
n—1

2n
(a) Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de < la suite converge (u,,) vers £ >.
Correction : Ve > 0, IN e N, Vn e N;n > N = |u, — ] < e.

(b) En utilisant cette définition, montrer que la suite (u,,) converge vers une limite ¢ que 1'on

vn € N*, u, =

déterminera. .
Correction : Montrons que lim wu, =/{= =
n—+o0 2°
n— 1 1 1 .
On remarque tout d’abord que u,, = 2 2 d’ou
n
1‘ 1 1 ‘ ‘ < ons L
Up — =| = |2 —— — = = or — n
2| T 127 2 2 on © 2 1
doncVe >0, 3N € N, N > 2?’ (d’apres Archlméde) — 2’ <e

(¢) On définit A = {u,, n € N*}.
i. Montrer que A admet une borne inférieure et une borne supérieure (on ne demande
pas de les déterminer).
Correction :
e u; € Adonc A # 0.
e La suite (u,) converge donc elle est bornée, et donc minorée et majorée.
D’apres I'axiome de la borne inférieure (supérieure), toute partie non vide et minorée
(majorée) de IR admet une borne inférieure (supérieure), et donc A admet une borne
inférieure (supérieure).

ii. Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de
< A admet un plus grand élément >.
Correction : AM € A, Yu, € A, u, < M



iii. Donner la caractérisation de la borne supérieure.
Yu, € A, u, <s,

Correction : s est borne supérieure de A < { VtER.E< s Ju, € At < u,

iv. A admet-elle un plus grand élément 7 un plus petit élément ? Si oui, le donner.
Dans tous les cas, démontrer la réponse.

. 1 1
Correction : u11:0,f2:4,u;13:3,1144:S,etc.
YnelN*, 0 < —<=d —— < —-——x<0
meRs 2 jnc 2= m s
d N 0<-——<— <, < =.
onc Vn € ,O_2 2n_2<:>0_u <5

e 0 est minorant de A et 0 € A donc 0 est le plus petit élément de A.

1 1 1
°5 est majorant de A mais 3 ¢ A (Vn € N, 5, #0).

Montrons alors que A n’admet pas de plus grand élément, c’est-a-dire
Yu, € A, Ju,, € A, u, < Uy, :

1 1
On sait queVnE]N*,%>m,d’ofl
1 1 1 1
Vu,=-——€eA upy1==-———-€A, u, <u,
=9 T o I = S T o1 1) tn = Ut

v. Montrer, en utilisant la caractérisation, que la limite ¢ de la suite est borne supérieure
de A.

Correction : 1
® Vun S A, Un S 5

1
0Vt€]R,t<§,
>t<:>1 >t(:)1 t>1<:>1_2t>1@ > !
tn 2 2 2 om 2 R Y

1
douVt e R,t < —,dn >

5 T (d’apres Archimede) donc Ju,, € A, u, > t.



Exercice 2
Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1. (a) Démontrer, sans utiliser les tables de vérité, que
(P ou@Q) < ((nonP) = Q) < ((non@) = P).

Correction :

(P ou Q)

(b) Montrer que V(n,p) € IN?, (n + p) est impair ou n? — p? est un multiple de 4.
Correction : D’apres la question précédente, il est équivalent de montrer :
(n + p) est pair = n? — p? est un multiple de 4.
Soit (n + p) pair, alors n 4+ p = 2k
n*—p® = (n+p)(n-p)
= (n+p)n+p-—2p)
— (2k)(2k— 2p)
= 4k(k —p)
donc n? — p? est bien un multiple de 4.
2. Montrer par récurrence que Vn € IN, la propriété suivante est vraie

P(n):Vz e RY, (1+2)" > 1+ nz.

Correction :
en=0:(1+2)°=1et1+0.2z=1doncon abien (1+)°>1+0.z.
e Hypothese de récurrence : (1 + z)" > 1 + nx
erangn+1:(1+a)""=1+2)"(1+2z)>(1+nx)(l+2z)car (1+z)>0
d'ou (1+z)"" > 1+ (n+ 1)z + na?
nz? >0 donc (1+ )" > 1+ (n+1)z.
3. (a) Soit E et F des sous-ensembles de IR.
Donner, en utilisant les quantificateurs, la définition de
i. < f est surjective de E dans F' >.
Correction : Yy € F, Jz € E, y = f(x)
ii. < f est injective de E dans F .
On donnera dans ce cas deux propositions équivalentes.
Correction : Ve € E, Vo' € E, f(z) = f(2/) = x=2a'
ou, de fagon équivalente,
Ve e B, Vo' € B, v # 2’ = f(x) # (2)

(b) Soit I'application f définie de IR dans IR par

T
x) = .
@) =13
i. Montrer que si x <0 et 2’ > 0, f(x) = f(a') est absurde.
Correction : f(2) = J(¢') & - = oo 0= o F
orrection : f(x) = f(x = =
T+ |z 142  1—2 142
x/
sz(l+)=21-2)ez(l+22)=2" ez =
z(l+a)=2d(1—-2)ez(1+22)=2"<=z T o0

/

Orx<O0et > 0, ce qui est impossible.

x
1+ 22



ii. Montrer que f est injective.
(Indication : faire une étude de cas selon le signe de z)
Correction :
x x x x

e Siz et x , flx) = f(@) 1+ |z 1+ |2 1+2 142
sr(l+a)=2(1+2) & r=2a

/ /

e Six > 0eta’ <0, on se retrouve dans le cas de la question précédente (z et a’

ayant des roles symétriques) et on a donc x # 2’ = f(z) # f(a')

T T T T

<~ = = =
L+ |z 142 1—2 1—2af
sz(l—2)=2d(1-2)e =21

e Siz<0eta <0, f(z) = f(2)

e Siz <O0eta >0, on seretrouve encore dans le cas de la question précédente.
On a donc montré que, dans tous les cas, f(x) = f(2/) = x = 2/ ou z # 2/ =
f(z) # (2), f est donc bien injective.

iii. Montrer que Imf C] —1,1].
Correction : Ve € R, 1+ |z| > |z[ >0

d’on0§1|x‘ < 1etdonc —1< <1

+ |z 1+ ||
On a donc, Vz € R, —1 < f(x) < L.

iv. En déduire que f n’est pas surjective de IR dans R (on utilisera la négation de 3(a)i).

Correction : Siy=2,2= & 24 2)z| = .

x
1+ |z
Six>0,24+2)z|=2<2+2r =14 x=—2:impossible!
2
Sizx<0,242|z]=x<2—2r=x< x = :impossible!
Donc, Jy = 2,Vz € R,y # f(z).
v. Montrer que f est bijective de IR dans | —1, 1] et en déduire son application réciproque
f
Correction : On sait déja que [ est injective et que Imf C| —1,1].
I nous reste donc a montrer que | —1,1[C Imf, i.e. Vy €]—1,1[, Jx € R,y = f(x).

y=flr)ey=

1+ |z|
T
etyel0,l[ey(l+a)=xetyecl0,1]

SixZO,yzl
x

Y Y
sr(l-y)=yetyecl01[e = etyel0,1l[=2=
1—y 1=yl

etyel—1,00<y(l—a)=zetye]—1,0]

Six<0,y:1x
-
)

1—y

<:>x(1+y):yety6}—1,0]<:>:v:1;yr ety €] —1,00=z=
Y

On a donc bien f surjective de IR dans | — 1, 1[.
De plus, y = f(z) &z = f~Hy) don f~(y) =

1|y



