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Rendez une copie par exercice (méme si elle est blanche)

(Changer de copie)
Exercice I ( 12 points)—
Les parties I, I et III sont indépendantes

I (a) Ecrire le développement de Taylor-Young des fonctions cos(z) et ch(x) a 'ordre 2 en
zog = 0. (On rappelle que la fonction ch(x) = %)

Les fonctions cos(z) et ch(x) sont indéfiniment dérivables dans tout R en particulier
en 0, on a les développements de Taylor-Young a lordre 2 en xg = 0 suivant

2
cos(z) = cos(0)+ %COS/(O) + % cos”(0) + x%e; ()
2

— 1ot g i =
=1 5 + z%e1(x), avec ili%sl(x) 0.

2
ch(x) = Ch(0)+ %ch’(O) + %ch”(o) + x2e5(x)
2

x
= 1+ = +2%(2), avec limey(x)=0.
2 z—0
(b) Ecrire le développement limité de la fonction f(z) = e®3() — ¢ § I'ordre 2 en
xg = 0. La fonction f est elle un infiniment petit au voisinage de 0 7 Si oui préciser
I'ordre et sa partie principale.

D’apreés 1.a)

et on a
2

ch(x) =1+ 5 +o(x’)
Par composition de la fonction e® avec cos(z) et ch(x) on obtient

2
1-Z-4o(x?) €1+%+o(x2)

e 2 GHo@®) | g oy tol@?)

=e.e
Or :l:%2 + o(2?) tend vers 0 quand x tend vers 0, on obtient alors le DL de f en
composant celle-ci avec le DL de la fonction e* au voisinage de O a l'ordre 2:

2 2
f(x) - e.(l o % + 0(:52)) B e.(l - % + O(xQ)) = —ex? + 0(x2)
On conclut que hl% f(x) =0 donc f est un infiniment petit au voisinage de 0 d’ordre
T—

2 dont la partie principale est —ex?.



II

()

Ecrire le développement limité de la fonction g(x) = cos(z) — ch(x) & l'ordre 2 en
xg = 0. La fonction g est elle un infiniment petit au voisinage de 0 7 Si oui préciser
I'ordre et sa partie principale.

D’apreés la question précédente on a

2 2
g(z) = cos(z) — ch(x) = (1 — % +o(x?)) — (1+ % +o(x?)) = —x* + o(x?)
On conclut que lin%) g(z) = 0 donc g est un infiniment petit au voisinage de 0 d’ordre
T—
2 dont la partie principale est —x>.
En déduire que :
f(z)

Ty ) = ¢

De la question 1.b) et I.c) on peut écrire, au voisinage de 0, que

eo0s(®@) _ goh(x) _ —ex? +o(z?)  —e+o(l)

cos(x) —ch(x)  —a22+o0(22) —1+o0o(1)

d’ou la limite

lim M =e
x—0 g(ﬂ?)

Rappeler, en vérifiant ses hypotheses, la formule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre 2
de la fonction In(1 + ).

La fonction f(x) = In(l + x) est trois fois (en effet indéfiniment) dérivable sur

Uintervalle | — 1,+00[. La formule de Taylor-Lagrange en 0 a lordre 2 de f(z) se
décline alors comme suit: Vo €] — 1,4+00[, 36 €]0,1] tel que

(1 a) — o)1 T L 1) f0)

1! 2! 3! '
or f'(z) = H%’ f(z) = —ﬁ et f"(x) = ﬁ donc
z? 3
In(1 =r—— 4+ —.
n(l+z)=2x 5 +3(1+0$)3
. . 1 o
Prouver que si 8 > 0 et si z > 0 alors 0 < ————= < 1. En déduire que pour x > 0
(1+06z)3
2 2 3
x—%<ln(1—|—m)<x—%—|—%.

Si§ > 0 etsiz > 0 alors 1+ 0x > 1 donc (1 + 0z)> > 1 par conséquent
1
0< T < 1.

(1+0x)
z3 x3
Pour x > 0 on a d’aprés la double inégalité précédente 0 < m < 3 d’ou le
résultat
$2<1(1+ ) < x2+m3
— — <In - — 4+ —.
T z)<w— 3



(c) Pour quelles valeurs de x cette inégalité permet-elle d’affirmer que = — % est une
valeur approchée de In(1 + z) & 1073 pres ?
Application: Donner une valeur approchée de In(1.1).

L’inégalité de la question précédente permet d’affirmer que x — 2 ost une valeur

2
approchée de In(1 + x) a 1073 prés deés que 0 < % < 1072 ou encore dés que
0 <2 < V3107 (on peut méme préciser qu’il s’agit d’une valeur approchée par
défaut).
Application: On note que In(1.1) = In(1 +0.1). Or si x = 01 > 0 on a
0<x< V3107 et donc 0.1 — % = 0.095 est une valeur approchée de In(1.1) a

1073 par défaut.

III (a) Dans cette question on définie la fonction h(x) = z2In(1 + x) — 2% In(x) pour tout

x > 0. En procédant éventuellement au changement de variable ¢ = —, montrer que
T

h admet un développement asymtotique au voisinage de 400 :
h(x) +b+ =+ (1)
x) = ax — 4+ o(—),
x x
ou a,b et c sont des réels a déterminer.

Pour tout x > 0 on a

1 1
h(z) = ln(¥) = 22In(1 + ;)

Si on pose t = 1 Uexpression de la fonction h devient alors h(t) = t% In(1+4t). D’autre
part quand x — +o0o on a t — 0, donc on peut utiliser le DL de la fonction In(1 + t)
au voisinage de 0 a lordre 3 : In(14+t) =t — % + g +o(t3). Il en découle I’expression
du DL de la fonction h(t) suivant

1 1

1 1
= —1 1 = — — — — .
h(t) = (1 +1) = - = 5+ 2t +o(t)

1
En utilisant le changement de variavle v = 7 on obtient le développement asymto-

tique au voisinage de +0o0

donca=1,b=—5 etc= 3.

(b) En déduire que le graphe de h admet une asymptote au voisinage de +o0o dont on
donnera ’equation. On étudiera sa position par rapport au graphe de h.

D’apres la question précédente et le développement asymtotique au voisinage de 400
de la fonction h; son graphe admet une asymtote oblique A dont [’équation est
Ary=a— %
Pour déderminer sa position par rapport au graphe de h on étudie le signe de la
différence D = h(z) — (z — 1) au voisinage de +oo. Or d’aprés I1I — a) le signe de
D est celui de % > 0; on en déduit que la courbe de h est au-dessus de l’asymtote

A.

(Changer de copie)
Exercice II (5 points)—



1. (a)

3
3

h
Démontrer que, tanh = h 4+ — + o(h®) au voisinage de 0.

On a o effectuer un quotient de développements limités :

tanh =

. S . . 3
Or, le quotient de la division selon les puissances croissantes de h — % par 1 —

Uordre 3 est h + %3 donc

sinh  h— 1+ o(h?)
cosh 11— %? + o(h3)

Rz
7@

3

h
tanh = h + — + o(h®).

3

(b) Rappeler le développement limité de In(1 + h) a l'ordre 3 en 0.

On rappelle le DL de In(1+ h) a Uordre 3 en 0:

In(1+h)

h2  h? 5
—h—?+§+0<h )

(c) Calculer le développement limité de In(1 + tanh) — In(1 — tanh) a 'ordre 3 en 0.

Etant donné que t = +tanh tend vers 0 quand h tend vers 0,on obtient le DL de
In(1 4+ tanh) — In(1 — tan h) par composition des DLs de In(1 4+ t) avec t = £ tan h:

3

In(1+4 +tanh) =

1 (A4 + o))

h3
+£(h+ 5T o(h?)) —

Sl (

[+ (h+ };3 +o(h*)]? +
3

W o))

1 2
= +h-— §h2 + ~h? + o(h?),

st bien que

In(1+tanh) — In(1 — tan h)

2. On rappelle que

tan(a + b) =

(a) Déduire des questions précédentes le développement limité & l'ordre 3 en

fonction f(x) = In(tanx).

On pose v = h+ (& h = x — ) donc d’apres la formule trigonométrique,

que tan(§) =1, on a

tan(h + 7) = 17— tan(Z) tan(h) 1 — tan(h)

4

3

[h - %if + §h3 +o(h®)] —[-h— %hQ - gh?’ + o(h*)]

4
2h + gh3 + o(h?).

tana + tanb
1 —tanatanb’

% de la

sachant

tan(%) +tan(h) 1+ tan(h)




Du fait que h tend vers 0 quand x tends vers 7, il en découle d’apres la question 1.

que
T 1+ tan(h)
1 -) = In{——=
n(tan(h+ 7)) . <1 - tan(h))
4
= In(1+tan(h)) — In(1 — tan(h)) = 2h + ghB + o(R?).
Si bien que
_ s 4 T .3 T 3
In(tanz) = 2(z 4)+3(a€ 4) +o((z 4) )
T 4 - s
— 9p_ T F T3 _ T3y
T 2+3(x 4) +o((z 4))
(b) En déduire que le graphe de f admet une tangente 7" au point d’abcisse 7. Donner

une équation cartésienne de T et préciser la position du graphe de f par rapport a
cette tangente.

La fonction f(x) est dérivable en 7 son graphe admet donc une tangente T' au point
d’abcisse 7 d’équation :
T T
T:y=f(- "=z — =
Or d’apres le DL de f en 7 on déduit que

™
T:y=——=+4+2z.
Y 2+x

Afin de préciser la position de T par rapport au graphe de f, il suffit d’étudier
localement, au voisinage de 7, le signe de la différence D = f(x) —y qui est donné
localement par le DL précédent:

D= f(z) — (—g +2z) = %(az - %)3 +o((z — %)3)

Il en découle qu’a droite de 7 le graphe de f est au dessus de T et a gauche de 7§ le
graphe de f est au dessous de T.

(Changer de copie)
Exercice III (6 points)—

Soit f la fonction définie par f(x) =1 — x. Soit n un entier strictement positif, on considere la
subdivision de [0, 1] donnée par z; = =, 0 <4 < n.

1. (a) On définit la fonction étagée

Up(x) =1 =41, Vo € [z, 241, 0<i<n-—1

/01 up(z) dz.

1 n—1 n—1
/0 unf@) dz = Y (wis — wun(e) = 3 (e — ) (L~ i)

Calculer

=0 =0
1! 192 (i +1)
I = L 1RO
=0 1=0
_ 1_lx(n+1)n:1 (n+1)
n 2n 2n



(b) On définit la fonction étagée

Up(z) =1—24, Vo € [z, 2541, 0<i<n—1

Calculer .
/ Up(z) dz.
0
On a
1 n—1 n—1
/ Up(z) de = (i1 — 2)Un(z) = > (wip1 — z5)(1 — 23)
0 i=0 i=0
n—1 n—1
1 1 1 )
= p(-m)=_xn=0) O
=0 1=0
_ 1_lx(n71)n_ (n—1)
n 2n 2n

(a) Montrer que Vx € [0, 1], un(z) < f(z) < Un(z).

On aVz € [0,1]; 3 € {0,1,2,....,n —1}; z; < = < x;41. De plus la fonction
f est décroissante sur [0,1] on a alors 1 — xjy1 < 1 — 2 < 1 — z; et donc

un () < f(2) < Un(z).

1
(b) Calculer / (Un(z) — up(x)) de. En déduire que f est intégrable sur [0, 1].
0

D’apreés la question 1.

/Ol(Un(x) —up(x)) de = /01 Up(x) da — /Olun(x) da

= 1_M_(1_M):l

2n 2n n
Pour € > 0 il suffit de choisir n tel que
1 1
n>-<—= —<c¢
€ n

On a alors d’une part un,(x) < f(z) < Up(x); Yo € [0,1] et d’autre part

1
/0 (Un(z) — un () do < &

Ce qui montre par définition que f est intégrable.
(c) Calculer les limites
1 1
l1 = lim up(z)de et lp= lim Un(x) dx

n—+00 [ n—+oo Jq
1
En déduire la valeur de / f(x) d.
0

D’apreés la question précédente on a

. ! . (n+1) 1
ngrfoo 0 un(z) dz = ngl}rloo(l o )= 9 h
: ! . (n—1), 1



On note I lintégrale de f sur[0,1], I étant, par définition, la borne sup de l’ensemble
des intégrales des fonctions étagées inférieures ou égales a f donc pour tout n on a
par définition de la borne sup

1
/ up(z) de < T
0
En utilisant les résultats sur les limites on obtient que
h <I

Le méme raisonnement s’applique pour la borne inf de l’ensemble des intégrales des
fonctions étagées supérieures ou égales a f donc pour tout n on a par définition de
la borne inf

1
IS/ Un(z) dz
0
En utilisant les résultats sur les limites on obtient que

1<y

Il en découle que l1 < I <ly et commely =1y = % alors I = %



